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获 洽 匀 多 东 殿 尼 从 书 当 中 我 的 四 邦 芝 数学 殉 
宝 出 译 沉 译 成 中 详 ， 这 实 闪 是 非常 意外 的 事情 。 
我 为 本 节 有 了 中 这 未 殊 瘦 策 幸 ， 撩 然 写 出 下 面 的 莘 
超 附 言 ， 作 为 译 术 的 开场 身 《 不 是 用 来 代替 末节 原 
有 有 的 序言 ) 。 

至 者 项 望 汉 林 届 介绍 给 中 司 读 者 ， 我 为 此 感到 
非常 和 荣幸。 相当 初等 的 数学 中 有 多 由 动人 心 误 的 东 
西 ， 这 大 值得 注 高 的 事情 。 这 个 译 永 里 也 等 托 着 我 
禹 切 前 硕 疆 ， 愿 读者 将 能 揭示 出 数学 中 许多 可 喜 的 
新 冰 因 。 


洪 斯 贝 格 尔 
1983.4.18 
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美国 数学 协会 的 多 尔 恰 尼 数学 介绍 性 著作 》 
处 节 ， 是 因 机 娘 巧 会 而 问世 的 。 

组 约 市 羡 大 学 享 蔡 学 虹 多 东 恰 尼 ( Mary 卫 . 
Dolciani) 教授 林 人 有 是 一 位 才华 出 俯 、 工 作 热 精 
的 发 疾 和 作者 ， 她 一 直 在 这 求 数学 讲解 工作 中 理想 
门 上 来 玻 夫 。 

与 此 同时 ， 协 会 已 经 获得 本 书 的 手稿 ， 这 是 一 
玲 短 艾 集 子 ， 似 乎 上 开 不 完全 送 宜 于 收入 协会 现 有 的 
性 何人 闪 书 ， 但 充 玫 稿 内 容 引 人 入 竹 ， 广 风 清 新 ， 显 
然 驴 位 得 出 版 的 。 

后 床 ， 水 到 汇 成 ， 多 汞 恰 尼 救 扫 决定 设 主 一 笔 
周转 沉 金 来 创办 这 于 数学 介绍 性 著作 洁 公 书 ， 头 
以 洋 现 她 的 目的 。 

本 处 刷 的 选 题 噬 要 求 清新 的 口语 风格 ， 也 要 求 
51 人 入 胜 的 数学 内 容 。 预 期 ， 各 过 剖 有 上 丰富 的 习 
十， 很 多 知 还 附 有 解答 。 固 站， 这 喜 从 书 将 能 提供 
有 从 值 前 丰富 材料 ， 万 其 是 综 达 性 课题 的 材料 ， 我 
们 设 栓 ， 这 僚 从 书 是 有 数学 才能 的 中 学 生 可 以 着 民 
条 ， 亿 水 平 更 遍 的 数学 工作 者 也 不 能 对 此 掉 以 轻 
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美国 数学 协会 当然 乐于 接 党 多 尔 性 尼 教 按 设 四 
这 套 从 书 的 慷慨 证 嵌 。 她 既是 协会 出 版 员 会 约 委 
员 ， 又 是 管理 条 员 会 的 委员 ， 为 协会 服务 ， 成 绩 烛 
然 。 管 理 委 员 会 真诚 愉快 地 岂 定 将 这 硅 外 书 冠 义 地 
的 名 学 ， 以 示 激 总 。 


美国 数学 协会 出 版 委员 会 主 诊 
且 肯 巴赫 


(Edwin F,Beckenbach) 


数学 里 的 美妙 思想 真是 多 ， 无 论 你 多 各 艰 广 多 
么 持久 地 控 扣 ， 数 学 中 令 人 心 花 裔 旗 的 宇 物 好 章 永 
渤 贞 所 不 是 控 不 完 亿 的。 不仅 在 高 统 的 深奥 沉 作 中 
这 此 更 宝 才 粮 眠 栓 目 ， 就 是 在 都 些 疝 音 的 题 和 村 中 已 
显示 出 多 全 神 工 ， 匠 心 独 运 。 这 天 书 讲 了 好 风 十 个 
初等 问题 ， 主要 是 从 T894 年 型 1975 年 的 美国 数字 明 
刊 里 站 集 本 前 。 这 些 问 题 中 包含 了 几 十 条 节 处 构 
办， 其 中 有 二 十 来 作 真 天 仿 人 人 湛 ' 心 悦目 ， 美 极 了 

保守 :所 芝 迪 和 他 【Paul rdcs) 兴 了 这 名 一 
种 说 法 ， 就 是 上 党 手头 有 一 未 节 ， 所 有 的 数学 定理 
和 它们 的 最 漂亮 的 证 明 都 在 里 面 ， 每 星 凶 起先 久未 
个 定理 时 ， 他 就 说 “这 个 定理 龙 上 帝 那 本 书 里 
的 ! ”这 里 也 许可 以 这么 说 ， 本 上 书 是 从 下 过 观 点 出 
发 守成 前 : 作 生 的 一 切 财 富 草 是 上 帝 上 赐予 的， 我 们 
应 当 怀 着 咸 思 的 心 清 恰 快 地 上 收 下 这 份 礼物 。 为 了 上 上 
这 的 基 荣 ， 为 了 查 到 上 帝 的 轿 许 ， 载 们 应 分 享 这 从 
闻 85。 

和 
的 大 部 分 肉 容 了 。 人 慢 尔 也 讲 到 列 的 两 容 ， 即使 这 
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样 ， 所 话 的 东西 世 几 笠 总 是 初 圭 的。 这 些 内 容 由 于 
现 往 的 课程 表 洋 得 玉 浦 而 无 法 插 和 进去 、 不 得 不 往返 
到 后 期 才 讲 。 我 指 的 就 是 匹克 (Pick) 定 理 和 国 反 
演 竟 基 本 理 沦 。 如 果 你 没有 学 汗 这 些 知 识 也 不 必定 
几 ， 因为 需要 用 到 它们 时 ， 很 快 社 可 避 学 懂 的。 有 
关 的 参考 内 容 在 林 书 正文 中 要 讲 划 。 

末 书 所 讲 的 大 部 分 问题 部 旧 在 等 名 的 数学 杂志 
的 问题 笠 中 登 慢 过 。 霉 个 问题 的 开头 我 们 都 插 出 来 
源 .提问 人 人、 解答 人 名 。 在 问题 流传 过 程 中 这 尘 线 索 
逐渐 模糊 甚至 中 断 了 ， 所 以 在 说 菜 个 问题 是 菜 个 人 
提出 的 ， 或 者 说 某 问题 是 某 人 解答 的 时 外， 或 多 工 
少 是 冒 了 一 点 风险 说 的 。 写 出 参考 来 源 主 要 二 将 
明 我 辜 巧 见 到 这 个 问题 前 地 方 。 指 明 下 面 一 点 对 
有 关 人 士 是 公平 的 ， 过 天 大 用 了 一 个 癌 区 
葵 揭 茶 一 部 分 ， 而 且 一 般 来 涪 我 都 把 表述 方式 完全 
改写 总 太 大 地 美人 忆 了 。 对 入 多 问题 闻 权 于 方太 间 
慷 履 ， 目 的 是 扯 让 它 更 四 大 人 注意。 这 不 是 一 坟 出 
县 让 体 伐 的 节 《 尽 管 你 网 做 一 下 题 定 会 得 到 更 大 的 
乐趣 ) ， 而 雹 数学 奇迹 的 小 后 寡 。 不 过 在 书 来 我 们 
述 是 出 了 凡 十 车 练习 题 维 大 家 做 。 

为 了 交 勒 妨 省 查找 茶 小 具体 问题 或 这 溯 某 个 感 
兴趣 前 题目 ， 芒 们 把 全 部 司 题 妇 成 下 面 三 大 类 附 于 
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山 站 详 文 中 峰 尖 一 一 详 者 注 ， 


ee ce 


书 来 : 

(I》 民 数 ， 和 算术， 数论 ， 数 列 ， 概 素 。 

( 工 ) 组 合 论 ， 组 合 几 人 柯 ( 极 大 与 极 小 ) 。 

(五 ) 几 和 合 ( 极 大 与 板 小 》 

在 亲 考 文献 中 用 了 下 列 缩 写 符 号 ; 

和 MM 一 关 国 数学 月 刊 3 

MM 一 数学 类 志 ，} 

NMM 一 .国家 数学 杰 志 (数学 订 记 的 前 身 )。 

我 很 感谢 伊 凡 ， 尼 文 载 按 , 他 仔细 审阅 了 手 
糖 ， 使 我 能 作出 许多 更 王 和 改进 。 也 感 河 我 的 同事 
列 罗 表 。 这 基 ， 尼 ,FF, 中 肯 巴赫 教授 ， 享 利 ， 阿 杀 
村， 雷 夫 。 波 疝 斯 ， 唐 浴 ， 阿尔 怕 斯 ， 避 .LL, 亚 历 
出 大 进 ， 因 为 他 们 提出 了 许多 建设 性 的 批评 。 


罗斯 * 洪 斯 风格 尔 
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二 十 九 、 平 面 上 葛 西 区 城 eee ttt 
三 十 、 联 立 持 和音 图 衣 种 于 
、 皮 射 切 线 … 

拆 得 于 净利 落 的 方 衬 拱 盘 … 
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束 波 那 提 数 出 
尼 尔 演 人 御 水 圭 芒 rt 
分 格 芒 emi 
四 十 、 完 全 数 计 ee 
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六 十 、 完 会 四 汰 府 人 i 
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去 十 三 。 算 求 级 数 中 的 复合 烤 项 ee 
六 十 四 ，、 把 等 边 三 前 形 联结 起 来 me 


去 二 五 、 测 难 …: 


六 十 坟 、 托 勒 密 定理 前 一 外 度 用 ……pe 
遍 十 蕊 、 双 一 小 入 兰 图 万 狂 人 oo 


六 十 八 ， 复 数 的 一 个 个 寻常 的 性 大 0 


站 十 九 、 轿 链 *… 


人 ee 


七 十 一 
七 下 -一 、 


七 十 八 、 
七 十 九 、 正 方形 内 的 一 个 起 
八 十 、 永 远 龙 立方， 

八 于 一 、 将 有 目 然 娄 分 组 … 


= 方形 和 


八 十 二 、 这 长 成 算术 级 数 的 三 角形 和 和 
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“十 和 八 、 一 些 襄 数 的 和 9 pert 


六 十 九 ，、 


太守 一 、 人 
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ee 
七 -十 三, 正 96 边 影 的 一 个 总 想不到 的 性 质 - 
七 十 呵 、 再 谈 完 倪 平 方 蒜 人 eeeeeneiee， 
七 十 五 、 上 坷 性 的 多 顶 芒 人 ee 
七 十 六 、 形 坊 国 ee 
七 十 和 它 、 窒 易 求 出 的 余 吉 ie 
3 前 一 个 再 糙 性 厦 喇 ene 


及 一 个 吉 怪 询 准 于 | 是 
站 十 、 mT 同 占 和 -i PE 


和 让 本 面 中环 汕 利 本 了 


二 、 象 械 比 赛 


恨 设 纽约 市 的 象 擒 大师 比美 国 其 他 地 方 合 起 来 
欧 还 多 .计划 举办 一 次 象棋 出 赛 ， 全 美 象棋 大 师 都 
参加 ， 经 商定 ， 举 行 比赛 的 地 点 应 当 设 在 使 参赛 的 
人 走 的 路 程 最 短 的 地 方 ， 纽 约 的 棋 手 说 ;根据 这 条 
标准 ， 棋 赛 屯 点 应 选 在 纽约 市 。， 商 海岸 的 棋 手 们 却 
争 闪 说 ， 选 在 参加 棋 赛 的 横 手 们 的 重心 所 在 地 或 其 
附近 更 好 些 ， 问 棋 赛 究竟 该 选 在 何 处 举行 ? 


解答 ”纽约 棋 手 的 意见 是 正确 的 ! 用 NN,， 
Nm， 寻 表示 纽约 的 穆 手 ， 其 他 棋 手 为 ，Ca， 
0,、 因 纽约 棋 手 数 和 过 半 ， 故 月 沁 t+， 把 横 手 们 
一 一 配 成 对 LV CO)， (YY 02), ny Ni 
O00) 册 ， 纽 约 大 师 半 tw，N4i4is， "由 :不 包含 在 
内 。 

现在 来 考虑 (Ni，O .元 论 上 比赛 在 哪里 举 
行 ， 棋 手 ,与 9 必须 走 的 路 程 之 和 至 少 是 “NN 
O,”《( 他 们 记 在 的 两 个 城市 间 的 直线 距离 ). 于 是 ， 


全 体 棋 手 走 的 总 路 年 垄 少 是 
Su=NO, + Nd, 二 十 有 。 


一 ”人 人 | 
一 TE Tepe ba pe Tt 
“pp .keke Ep = 


Pe 


如 果 在 纽约 比赛 ， 就 是 最短 路 程 . 如 果 比赛 在 器 
处 举行， 那么 ，? 对 横 手 至 少 必 须 走 一 自 路程 $， 
而 模 手 加 ， 和 i412，*"…， 六 .所 走路 程 不 再 是 零 ， 
从 而 增长 了 总 路 程 ,. 因 此， 纽约 是 最 佳 比 赛 地 点 ， 

1 .下 .布谷 《Butcharty 与 里 奥 ' 毛 塞 (Lea 
Moser) 在 《数学 立 稿 儿 (Scripta Mathemati- 
ca ，1952，221 一 236 页 上 写 过 一 篇 精彩 的 文章 
请 匆 使 用 微 积分 (No Caleulus Please) ， 潍 
虑 了 一 个 类 似 的 问题 : 

在 直线 上 依次 给 出 了 ?个 点 ，21 YX … 
试 在 此 直线 上 求 田 一 点 %*， 司 得 它 与 直线 上 已 给 省 
点 的 距离 之 和 8 最 小 (图 1) . 


Xl 洲 Xe x 克 


形 | i 

显然 ，xix 与 yax 之 和 至 少 必须 是 xlxs。 现 在 
4 从 外 疝 内 ”将 各 点 配 成 对 ， 作 成 区 间 套 (x,， 
Xo)， 《Za wa_iyi0. 杂 ?是 奇数 , 则 点 enrtyya 
打 单 ， 由 下 各 明 对 点 距 宽 之 和 在 它们 之 间 的 任意 一 
点 x 处 达到 最 小 ， 最 内 的 区 闻 中 的 一 点 x 使 各 对 之 
距离 同时 达到 最 小 值 ， 所 以 ， 当 # 为 惕 数 时 ， 

DLTt XNo! +, 

无 论 * 在 最 内 区 闻 中 的 何 处 ， 均 取 等 号 . 当 ?为 柯 
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数 时 ， 将 x 到 成 〈 属于 最 内 的 区 阅 中 的 ) 已 知 点 
XentL I 师 可 得 到 同样 的 最 小 值 此 时 ， 距离 
xXcn+1y12 等 于 零 ， 


一 LH] 


有 序 分 解 
数 3 且 以 用 四 种 方法 ( 训 考 虞 项 的 次 上 序 } 表 成 
3，1 十 2，2 十 1， 工 十 1 十 上 ， 
辣 数 x 有 多 少 个 这 种 表示 法 ? 


解答 考虑 排 成 一 列 的 ?个 1. 用 个 数 不 超过 
i 一 1 的 插 子 揪 首 x 个 1 之 间 的 # 一 1 个 空格 内 ， 这 样 得 
到 的 任 一 排 列 都 与 * 的 一 个 表示 法 相对 应 ， 上 及 之 亦 
然 , 例 如 

11}1114131J111 :11 
下 一 2 十 3 十 1 十 其 一 各 

因为 宕 x 一 1 个 空格 的 每 一 个 中 ， 丘 可 以 插入 一 个 播 
子 ， 也 可 以 不 插 ， 所 以 共有 2”!' 个 捅 入 捕 子 的 方 
法 ， 因 而 ?就 有 2" “种 表示 法 ， 


三 、 测 内 用 
区 域 


在 图 周 上 取 = 个 点 。 和 作 殖 将 它 但 连 吏 起 来 ， 设 
此 圆 内 任何 三 条 弦 都 不 共 点 . , 问 此 鸭 具 部 可 分 成 多 
少 个 区 域 ? ， 


解答 ”假设 请 站 是 一 条 一 条 地 依次 画 进 图 中 
的 ， 一 条 新 弦 穿 过 已 有 的 各 个 区 域 僵 增加 子 汰 出 的 
区 域 的 个 数 . (图 2) .新 增 可 的 区 域 数 等 于 与 新 强 相 ， 
变 的 各 豆 把 新 荡 分 成 的 段 数 ， 这 个 数 比 新 弦 上 的 实 
感 数 多 -一 于 是 我 们 轻 而 荔 举 地 僵 可 以 证 明 一 个 著 


名 的 公式 ; 设 图 内 工 条 强 中 任 音 三 条 都 不 共 点 ,在 加 
内 总 共有 交点 关 个 ， 则 这 并 条 终 把 加 分 成 只 十 立 士 1 
个 区 域 . 
工 一 1 时 ， 互 十 工 十 1 一 0 十 1 十 1 一 2 (图 3 ) ,省 

洽 加 的 一 条 下 与 第 一 条 相交 ， 风 

玉 十 工 十 1 一 1 十 2 十 1 一 4 
若 不 与 第 一 条 相交 ， 则 

P+i+L+1=0+2+1=3, 


图 3 


”现在 用 归纳 法 证 明 这 个 公式 , 设 工 送 2 时 公式 成 
立 ,新 添 一 条 弦 后 假定 增加 了 个 新 交点 .此 新 弦 与 
其 它 & 条 弦 相 交 时 必 穿 越 R 二 1 个 区 域 ， 于 是 区 域 总 
数 便 塔 加 外 十 1. 因 此 ， 在 工 二 1 条 纺 与 P 十 & 个 交点 的 


(RL 趟 DE (RD= (PR)T (E+ 1 Fi, 
这 就 通过 归纳 法 确立 了 上 述 公 式 ， 


一 个 变 点 与 图 山上 已 知 # 个 态 中 的 内 字 组 


图 1 
(d, B, C, D) 之 前 显 热 有 一 一 对 应 关 系 ( 舞 科 ， 
因此 交点 数 且 也 就 是 四 字 组 的 组 数 C+ ,因为 共 有 


Cr 条 芝 ， 所 以 1 个 态 两 两 相连 构成 移 区 域 数 是 
p+L+1=Ct+C t+1. 


(注意 ,上 述 结 果 对 于 平面 上 的 任 司 西区 域 包 是 
成 立 的 ， 这 个 方法 可 以 推广 到 南 站 情况 .一 个 贞 信 8 
称 为 西 集 ,如 采 S 中 任意 两 点 半 与 如 连 成 的 线 医 4B 完 
全 含 在 8 内 ,关于 西 业 的 详细 情况 ， 请 在 罗素 。VY。 本 
条 【Russell 7 ,Benson) ; 欧 筷 里 礼 筷 他 与 本 性 
(Euclidean Geometry and Converity}, 
McGraw—Hiltl, 1966) ， 

还 可 以 刻 巧 处 好 推算 出 区 域 数 目 ， 方 法 是 一 条 
条 地 抹 去 所 有 的 芯 ， 我 们 来 考虑 每 抹 去 一 条 弦 ， 
区 域 数 日 减少 的 个 数 . 每 条 小 移 开 两 个 区 域 ， 纺 一 
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抹 掉 ， 两 个 区 域 便 合 二 为 一 了 .因此 减少 的 区 域 数 
比 强 上 交点 数 多 -- . 但 每 个 交点 位 于 两 条 残 上 ， 无 
论 抹 去 哪 一 条 荡 ， 交 点 癌 时 也 从 另 一 条 蕊 上 消失 
了 ， 风 之 ， 在 整个 抹 线 操作 中 ， 每 个 交点 只 算 一 
次 ， 对 每 条 藤 来 说 减少 的 区 域 数 就 是 
( 苇 上 留 下 的 交点 数 》 十 1， 

把 全 祁 5 条 弦 抹 去 ， 我 们 便 看 出 减少 的 区 域 总 数 包 
播 全 部 交点 个 数 P， 再 加 上 上 等 条 足 对 应 的 一 个 ， 也 
就 是 说 总 长 减少 了 了 十 工 个 区 域 .因为 全 部 弦 抹 完 之 
后 辕 的 内 部 仍旧 存在 ， 记 以 最 初 《 抹 之 前) 必 有 有 
了 十 工 十 1 个 区 域 . 


四 、 渡 般 


两 条 渡船 以 常 速度 在 一 条 河上 往返 行 怠 ， 一 沁 
择 便 记 即 掉头 往 回 和 开 ， 这 两 条 山 局 时 抵达 对 岸 ， 在 
离 一 条 岸 700 黄 尺 处 首次 相遇 ， 然 乓 继续 向 岸 边 开 
去 ， 掉 涉 后 在 离 对 岸 400 甘 尺 处 第 二 次 相关 . 试 日 管 
河 的 宽度 是 多 少 英尺 ， 


解答 ” 西 只 船 第 一 次 相遇 时 所 走路 程 之 和 恰好 
是 河 的 宽度 《图 5) .大 家 可 能 会 觉得 奇怪 ， 两 船 第 


加 5 


二 次 相 过 时， 各 们 走 过 的 总 路 程 灌 是 河 宽 的 三 倍 ， 
由 于 航速 是 常数 ， 再 次 相 会 的 时 疝 是 首次 相 会 时 间 
的 三 术 , 首 次 相 会 时 ， 渡 船 4 已 走 了 700 和 英尺， 三 
入 长 时 间 之 后 它 就 走 了 2100 英 尺 ， 但 再 次 相 会 时 4 
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河 宽 风 该 是 
趟 不 往 回 走 的 400 英尺 ， 因 此 

这 走 过 一 赵 不 往 

2100 一 400 二 1700 英 尺 ， 


了 站 


五 、 鼓 半圆 


在 以 0 为 图 心 ，1 为 半径 的 加 的 束 48 上 向 外 面 
曾 一 个 半圆 , 量 然 ， 半 圆周 上 豆 出 得 最 远 的 点 C 在 季 
直 于 .42 的 半径 延长 绥 ODCc 上 (图 8) ，( 对 于 半 轩 
局 上 的 另外 的 C" 来 说 ， 我 们 有 CC 二 OO 十 DC = 
OD+ DC 一 OC) .当然 OC 的 长 度 随 着 蒜 432 的 不 同 
选取 而 变化 , 试 确定 4B， 使 得 OC 最 长 ， 


解 签 ” 令 0D 二 va， 则 半圆 的 半径 为 
AD= 1 一 az =0Dt, 
故 OC :一 (OPTDC 放 一 (we 二 wd 一 0 一 2 十 
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3wel 一 ay》 十 1 一 2 即 OC2 一 1 二 2war 二 个 。 要 
求 OC 极 大 ， 必 须 g(1-2) 为 极 大 .由 于 


oil, 
好 (一 让 一 人 一 你 下 一 《G 7 


在 = 亏 时 有 极 大 值 ， 故 0D=w a 一 2/73. 

请 注音，QOC 为 极 术 时， 

AD=viI-OD= 1 一 上 = /2 

太 得 48B=24D: 二 ww 了 ,于 是 入 AOB 的 三 边 各 为 1， 
]，w 2， 这 穴 朋 强 48 玉 对 的 图 心 骨 为 二 策 . 

下 面 再 介绍 一 个 很 巧妙 的 解法 . A 人 4PC 匹 等 奈 
直角 三 骨 形 ，ADCA 二 45” 《图 7) ,如 果 C4 不 与 已 
知 圆 相 切 ， 就 会 有 一 条 站 使 得 C 点 在 CD 延 线 的 更 选 


图 站 
端 ， 国 此 使 OC 为 寝 大 的 弦 必 和 定 使 C4 成 为 切线 ， 这 
样 C4 也 就 是 等 腰 吉 第 二 角形 04C 的 直角 边 . 欠 而 
C4=0A 一 1， 于 是 因 DC 为 等 采 直 侣 三 人 角形， 我 


了 


们 便 矢 到 - 
AD=v 21/2 


4 日 一 v 2 ， 
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司 密斯 先生 持 消 火车 月 票 ， 每 天 斑点 正 有 司机 
在 火车 疾 接 他 回 家 . 有 一 天 他 没有 打 招 咯 就 莘 四 点 
的 水 车 到 了 ， 只 得 步行 加 家 ， 浪 了 一 阵 便 磁 上 驱车 
前 往 火 车 站 接 他 航 司 村， 于 是 华 上 车 ， 比 平时 时 和 0 
分 钟 到 了 家 ， 

另外 一 天 ， 司 密斯 先生 又 没 打 招呼 就 众 四 成 半 
的 火车 到 了 ， 步 行 回 家 .在 途中 碰 上 刷机 ， 剩 下 的 
一 段 路 又 由 司机 载 他 . 问 这 一 次 他 们 比 乎 时 提前 客 
少时 间 到 家 ? 【〈 叙 定 步行 与 汽车 的 速 度 都 固定 不 
变 ， 并 且 汽 车 掉头 与 措 司 密斯 先生 上 车 都 不 浓 逮 时 
间 .) 


解法 一 ”这 个 条 题 通常 都 是 这 桩 解决 的 ， 第 一 
次 司机 省 了 20 分 钟 的 开 宗 时 间 ,因此 肯定 是 在 离 火 
车 站 10 分 钟 【 单 程 ) 路 程 的 地 方 接 到 司 密 斯 先生 的 ， 
要 是 得 平时 一 祥 ， 司 机 会 在 五 点 正 到 达 车 站 . 省 了 
10 分 钟 就 意味 着 他 一 定 是 在 4:50 分 接 到 司 密 斯 的 . 
四 此 司 密 斯 先生 用 50 分 名 步行 的 路 程 ， 开 车 用 10 分 
钟 便 走 完了 .出 此 可 知 ， 司 视 的 速度 比 司 密斯 先生 
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快 五 入. 

现在 侦 刘 第 二 次 司 密斯 步行 了 61 分 钟 ， 那 公 ， 
他 凯 走 的 路 程 司 机 只 用 :分 钟 便 走 完 了 .办 此， 这 一 
次 是 在 五 点 前 分 昼 ， 即 四 点 后 60 一 {分 钟 近 到 司 
密斯 的 ,然而 局 密斯 是 4:30 分 并 步 走 的 ， 共 走 了 51 
分 种， 所 以 是 在 杂 点 后 30 二 51 分钟 被 接 到 的 . 于 是 
30++5 一 60 一 纪 即 : 一 5 .这样 ; 司 视 ( 按 单程 算 ) 省 
走 了 五 分 性 ， 四 此 这 次 这 前 七 分 钟 到 和 家 ， 

上 述 解 法 古 很 巧妙 的 . 然而 在 我 们 举行 的 新 生 
竞赛 中 ， 有 一 个 叫 理 查 德 . 让 次 隆 的 学 生 【《 安 大略 
带 彼 得 信 韶 ) 即席 提出 了 下 面 的 解法 . 


解法 二 ”假定 以 “ 离 率 由 的 电离 > 与 “时间 ? 
为 级 、 搬 坐标 作 图 ， 便 容易 看 出 司 密斯 与 司机 的 老 
动情 况 . 比如 在 正常 情形 ， 每 天 的 如 动 情况 如 下 : 
从 四 点 开始 算 (图 8) 《这 是 所 谓 的 “世界 线 图 
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2”， 不 过 卡 索 隆 从 未 听 说 过 这 个 名 称 ) . 
包括 平常 走 法 在 内 的 三 种 走 法 都 图 解 在 图 9 中 。 
因为 步行 与 习 汽 车 都 是 常 速度 ， 所 以 三 条 世界 钱 都 
分 段 平 行 , 有 因为 4:30 平 分 四 点 与 五 点 之 间 的 上 时间， 
所 以 接 比 例 1:1 分 成 商 部 分 被 平行 线 传 递 去 ， 得 


出 第 二 次 入 省 的 时 间 为 序 X20 一 10 分 钟 、 
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七 、 屋 角 
的 帘子 


在 一 间 和 奸 形 房间 的 一 角 挂 两 幅 4 菜 尺 长 的 答 
子 ， 使 其 所 围 的 地面 最 大 ， 试 确定 帘子 的 悬挂 位 
用 ， 


解答 ”解决 这 个 问题 要 反复 应 用 下 面 的 有 名 引 
引 理 语 边 相等 、 底 边 所 对 项 角 相 等 的 三 角 
形 中 面积 最 大 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 【显然 ， 所 
有 这 些 三 角形 都 可 以 安放 在 贺 的 号 形 中 ,这些 具 
有 公共 底 边 的 三 角形 中 只 有 等 腰 三 角形 的 高 最 长 
{图 10).】 


过 


令 0O 表 示 房间 的 屋 角 , 并 设 4、B 是 帘子 与 增 接 
损 处 .于 是 所 转 成 的 地 面 面 积 为 和 八 40B+ 人 ABP， 
这 里 了 是 两 幅 稼 子 的 接头 处 ( 显 热 和 帘子 要 在 端 部 拱 
半 才 能 保证 闭 出 最 大 区 域 ， 因 此 P 了 就 是 公共 端点)， 

假设 入 04B 不 是 O04 二 08 的 等 腰 三 角形 ， 就 厢 
以 将 帘子 秽 到 位 置 4'P' 与 BP' ,使 得 04/=08 7， 
而 4 B' 情 然 等 子 48B . 子 是 入 4'B8’P' 与 人 入 4BP 就 
相等 (事实 上 全 等 ) , 而 且 概 据 引 理 ，A 和 信 04’B' 大 
于 入 048， 即 新 位 置 上 面积 大 些 , 因此， 确保 包围 
面积 最 大 的 扶 法 必须 是 让 04==08. 

帘子 长 度 相 等 ， 故 点 P 永 远 在 48 移 中 殿 线 上 ， 
04=0B 时 ，AB 的 中 自 绕 就 要 平分 性 角 口外 的 直 
角 . 因 此 要 得 最 大 面积 ，0P 了 必须 平分 人 OQ (图 11)， 


图 11 
从 面 每 幅 帘 子 在 0 好 发 对 一 个 45" 角 ,并 围 成 一 个 
面积 最 大 的 三 角形 {否则 必 有 更 好 的 闭 法 ) ,因为 
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AP 是 常数 ， 故 由 旨 理 知 ， 当 OA4P 为 等 用 三 角 形 且 
04= 9 时 AO4P 最 大 .这 时 ,人 0O4P 一 67 方 ， 问 是 


就 解答 的 很 明白 了 . 至 于 用 直 尺 、 贺 规 画 出 4P 的 
事 ， 芍 作 练 习 好 了 . 

在 后 面 的 问题 〈 二 十 五 ， 清 缴 使 用 微 积分 ) 中 
有 这 个 问题 的 一 个 很 巧妙 的 解法 。 
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八 、 绽 平面 
着 色 


假设 平面 上 的 每 个 点 都 涂 成 红色 或 蓝 色 . 试 证 
明 有 一 个 皇 形 的 全 部 顶点 颜色 相同 


解答 任意 七 个 点 的 集合 必 证 至少 包 合 四 个 颜 
色相 辣 的 点 ， 于 是 在 一 条 直线 上 的 七 个 点 中 一 定 有 
四 个 共 线 的 点 P;、P。、Ps、P 了 4 颤 色 一 样 ， 比 如 都 
是 红色 .如 果 将 这 四 点 投影 证 与 第 一 条 线 平行 的 男 
外 两 条 线 上 ， 就 得 到 两 个 共 线 的 西点 组 (91， 02 
Qi QQ) 与 (Ri R， RN) 它们 在 自己 之 
间 确 定 出 几 个 措 形 ， 并 与 P; 确 定 出 另外 几 个 什 形 ， 
要是 任意 两 个 0 都 是 红色 ， 就 可 以 得 到 一 个 ( 顶 
点 ) 全 红 的 谨 形 Pi Pi Qi Gi ,对 任意 两 个 中 都 是 
红色 的 情形 类 似 ,站 果 上 述 两 种 情形 一 个 也 不 发 
生 ， 那 么 ， 某 三 个 《或 更 多 揭 ) 9、 


P,. dQ,， R,., 
P,. YQ;， k,. 
P,. Hs 。 Rs ， 
P,. U1， k,. 


某 三 个 (或 更 多 的 ) 只 攻 是 蓝 色 ， 但 是 这 些 蓝 色 的 
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三 点 组 不 可 效 免 地 会 排列 成 每 个 三 点 组 有 ~ 对 点 与 
另 一 组 的 一 对 点 相对 ， 从 而 形成 一 个 《项 点 ) 全 蓝 
的 矩形 。 于 是 得 出 要 求 的 结论 ， 

注意 ， 这 个 结果 对 于 平面 上 任何 一 个 包含 《无 
论 多 么 小 的 ) 某 个 图 内 全 部 点 的 区 域 都 对 . 一 个 实 
质 上 与 这 个 问题 相同 的 著 目 党 出 现在 19Y6 年 春季 第 
五 届 美 国 数学 奥林匹克 竞赛 中 。 
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九 、 一 个 亚 然 隐 
极 大 值 


设 P 是 天 48 审 出 的 轩 弧 .43 上 的 一 个 动 点 . 当 P 
在 狐 48 的 中 点 时 ， 副 4P 与 PB 之 和 为 最 大 ， 这 条 
性 质 在 直观 上 是 基 然 的 ， 试 证 之 ， 


解答 以 43 弧 的 中 点 为 图 心 过 4 与 B 作 第 二 
条 颖 , 设 4P、40O 与 新 作 的 强 分 别 交 于 点 与 点 
\ 图 12) ， 


图 也 
芍 48 在 图 心 怠 处 所 对 的 角 是 名 在 图 周 上 C 感 处 
所 对 戎 的 二 懂 ， 但 癌 483 走 已 处 所 对 的 荐 与 在 人 处 所 
对 的 角 相 等 ， 在 @ 处 与 在 C 处 所 对 的 第 相 敌 .于 是 
APPB-2?/0. : 
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但 从 和 八 PGB 来 看 ,外 角 4PB 是 @ 与 8 两 丸 内 骨 之 和 ; ， 
六 此 

2 OAOBP, 

QO=AYBP., 
了 于是， 和 八 POB 是 等 膝 三 角 形 ，A4AP+PB=AP+PO 
= AO (外 贺 弧 上 的 一 条 东 ) .很 明显 ， 当 这 水 纱 是 
直径 时 ， 即 P 在 0 处 时 ， 它 就 最 长 . 

注意 ， 对 子 以 4、B 为 焦点 的 一 族 不 断 扩展 的 

帆 圆 作 动态 考察 也 可 以 得 到 本 题 的 绩 果 . 由 于 对 称 
的 缘故 ， 椭 圆 与 圆 弧 的 最 后 一 个 著 点 基 在 国 蜂 的 
中 点 , 作 最 后 接触 的 属 贺 是 与 回 骤 相 接 触 的 最 天 一 
个 椭圆 ， 因 之 焦 半 径 之 和 也 最 大 ， 这 便 是 所 求 的 结 
论 . 


2 了 


十 、eos17Xx = ffeosx) 


营 f 是 用 cosx 来 表示 cos17x 的 通 数 ， 寻 
COSITxo= f {cosx}, 
试 证 明 用 sinx 表 示 sin17x 移 也 是 这 同一 个 肖 数 ， 
却 


sinl7x=f (sinX), 


解答 令 x 一 则 sinx 一 cosyy 
sial7% 关 SinCI7( 林 一 3 


一 sin(8T 十 志 一 172] 


一 5in( 术 一 17y) -人 号 SS 


一 FeCnsoy =frsinx)} ， 
请 注意 ， 题 中 的 17 可 以 换 成 形 如 4 十 1 的 任何 
吾 数 。 
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和 十 一 、 正 方形 内 的 
格 点 


在 坐标 平面 上 ax n 的 正方 形 S 包 含 (十 1) :个 
格 点 ( 举 标 x，y 均 为 整数 的 点 (x; y)) ， 如 果 S 
的 顶点 都 是 格 点 ， 且 各 边 都 平行 于 格子 线 ( 辅 ) ， 
试 证 助 一 个 非常 直观 的 结论 ,无论 把 5 怎样 摆 在 平面 
”上 ， 它 含有 的 格 点 绝 不 休 能 多 于 (十 1) 直 ， 


解答 现在 考虑 S$ 处 在 平面 中 的 任 意 位 置 . 假 
设 S 的 边界 是 椒 皮 带 , 平 面 上 每 个 格 点 都 杀 了 一 颗 宁 
子 . 只 训 橡 皮带 可 以 收缩 就 让 它 收缩 ， 使 得 它 围 在 
3 所 覆盖 的 格 点 处 的 钉 于 外 边 . 机 皮带 记 轩 成 的 多 边 
形 五 岂 5 的 格 点 的 “ 串 包 ”， 唔 包 是 几何 学 许多 研 
究 中 极其 重要 的 一 个 疲 念 (图 13) ， 如 果 5 的 每 个 顶 
点 都 正好 缮 在 一 个 阁 点 上 ， 那 么 及 就 是 S 自 身 ，( 关 
于 凸 包 定义 的 更 多 评述 ， 请 看 后 面 的 注 记 , ) 

因为 五 含 于 S$ 内 ， 其 面积 不 会 超过 5 的 面积 ， 

五 的 面 和 所 #7. 
1899 年 ， 乔治 区 克 {George Pick) 发 现 了 一 
个 工分 重要 的 公式 ， 可 以 计算 顶点 是 格 点 ， 且 自身 
不 交叉 的 多 边 形 了 的 面积 ， 
2 


处 第 8 为 工 轩 罗 矶 笋 了 汐 工 捕 过 二 二 向 委 点 数 , 【这 
包 撕 顶点 与 过 上 上 的 其 代 任 何 点 ， 尖 丁 这 个 定理 的 
证 此 ， 证 训 让 大 的 全 字 二 隔 .) 各 据 严 克 定 理 便 有 
过 的 面积 =g 十 了 一 1 专 n” 
因而 
9 十 Fattl. 
因为 的 强 性 边界 收 缩 成 了 《好景 说 它 攻 的 会 
监 缩 的 话 ! 》 所 以 旦 的 周 八 不 会 超过 3 的 周 长 ， 
五 的 周 长 委 4 。 
显然 ， 任 得 两 个 炊 操 问 的 距离 都 不 可 能 小 王 l， 因 
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比 沿 着 吾 的 边界 根本 没有 容纳 多 于 4 个 格 点 的 任何 
余地 ， 即 


pO eon 


加 上 前 面 的 结果 q 十 也 志 n* 十 1， 便 得 


$ 禾 盖 的 格 点 数 肯 二 4 十 上 所 nn* 十 1 十 24 
= {hh 十 1) 7. 


注 ， 平面 点 集 5 欧 凸 包 互 是 包含 5 的 全 部 平面 三 
集 的 交集 .如 果 一 个 号 集 包含 5， 则 也 包含 昌 ， 在 这 
个 意义 上 讲 互 是 最 小 的 .二 一 个 多 余 的 点 也 没有 
= 一 它 只 能 大 到 刚好 包含 5 面 又 是 屿 的 ,如果 5 自身 
就 是 个 凸 集 ， 吾 和 5 当然 也 就 完全 相同 了 ， 


参考 文献 
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TT pn dh np i 


十 二 、 不 透明 正方 形 


边 长 为 1 的 正方 形 内 部 或 边界 上 的 组 段 的 集合 
训 做 “不 透明 2” 的， 如 果 每 一 条 与 正方 形 相交 的 直 
线 至 少 与 一 条 线段 相 接触 .例如 ， 图 14(a) 的 两 条 对 
角 线 就 构成 一 个 未 透明 集合 , 图 (5) 是 另 一 个 不 胸 
其 集合 .对 角 线 的 总 长 为 2 2 一 2.82 堪 右 ， 初 等 做 
积分 里 有 一 则 很 有 意思 的 练习 是 :证 明 图 14(58) 所 示 


~ 


图 14 
对 称 图 形 的 总 长 为 最 小 的 不 迁 明 集合 ， 其 总 长 约 为 
1 上 A 二 2.73, 试 求 一 个 长 度 比 1+w 子 还 小 的 不 
透明 集合 ， 


解答 ”正方形 的 相 邻 丙 边 加 上 它们 所 夹 对 角 线 
的 远 端 那 一 半 构 成 一 个 不 延明 集合 (图 15) 其 长 诬 
2 


2 十 lV 


攻 万 


图 15 
机 和 争 过 4 瑟 和 CC 与 接 鲁 入 .48C 的 任何 直线 都 要 接 


钥 ， 和 信 ABC 就 完全 不 必 考 虑 了 , 单 是 半 对 角 线 OD 
就 是 以 使 正方 形 的 男 一 半 成 为 不 选 期 的 ， 


事实 上 还 有 更 有 
六 4BC 中 一 点 
让， 如果 使 得 每 
边 在 此 点 都 对 着 
一 个 120° 角 ， 诫 
叫做 三 角形 的 费 
马 点 ， 从 这 点 至 
三 骨 形 三 顶点 距 
离 之 和 为 最 小 
《图 16) ， 
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克 A 十 六 晴 十 六 局 杰 六 二 已 时 有 机 小 语 ， 

关于 这 个 结果 .的 详尽 论述 请 参考 我 的 闭 作 
Mathematical Germs $vol, 1 ?4 有 
中 译本 ， 江 嘉和 东 泽 ， 四 所 教育 出 版 社 出 版 ， 双 数 
学 碾 》 镶 - : 辑 ，27 一 42 页 -一 泽 者 ) ， 在 那里 证 
有 明了， 和 数 P4 十 PB 十 PC 的 极 小 值 由 线段 BB' 
给 出 ， 归 "是 从 4C 边 向 外 秽 作 出 的 等 边 三 角形 的 强 
点 《图 17) ， 


A 


描 | 3J7 
显然 ， 忆 时 及 有 :是 .4C 的 中 屋 线 ， 入 AB8BE 荐 等 磊 
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= (tv). 
翰 上 半 对 角 线 0D=w 台 /2， 便 得 到 一 个 不 延明 集 
会 ， 其 总 长 约 为 
2 
2 
上 述 精 彩 的 解答 是 安 大 咯 省 奥尔良 市 的 一 位 中 学 孝 
. 师 英 里 斯 - 布 哇 列 (Maurice Poirier) 给 出 
莉 、 


(2 十 3) 一 2.64。 


了 


十 三 、 打 又 
与 苏 朋 


假定 在 三 维 空 闻 中 的 8x8x8 立 方 体 上 来 现 打 
及 叉 画 辐 转 的 游戏 。 先 得 到 一 排 8 字 就 站 梧 了， 试 
问 有 多 少 条 8 字 排 贯穿 立方 体 ， 


解答 ”这 个 问题 并 不 难 ， 直 接 数 一 下 就 可 以 
和 解决。 不过， 有 一 个 很 好 的 解决 [里 奥 : 毛 塞 的 证 
名 解法 中 的 一 个 是 先 汶 虑 一 个 10xX10x10 的 江 方 
栖 ， 它 把 给 定 的 8x83x8 立 方 休 包 在 和 内部， 这样 就 
有 一 层 厚 度 为 1 的 壳 ,内 部 的 8 XxX8Xx8 谋 方 体 中 的 赢 
党 的 8 宇 排 癌 酚 端 延伸， 豆 公 刺 罕 是 元 的 两 个 单 们 
立方 体 . 但 是 壳 中 每 个 单位 立方 体 只 被 一 条 8 字 排 滞 
通 ， 因 此 襄 家 的 每 排 8 罕 瞧 一 地 允 冰 着 外 腕 中 的 一 
对 单位 并 方 体 ,赢家 的 8 宇 排 的 条 数 具 不 过 是 外 索 中 
单位 立方 栖 的 个 数 之 半 而 已 ， 即 


105 一 83 _ 1000—512 
2 2 


这 个 解法 具有 普遍 意义 ,对 于 * 维 空 加 中 楼 长 
为 上 的 立方 体 ， 襄 家 的 直 排 的 条 数 为 


(天 十 2 "一 外 
pe 本 


=—244, 
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十 四 、 直角 三 角形 的 
.于 个 惊奇 性 质 


试 让 明 ， 如 果 把 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 分 别 
将 目 蕊 的 顶点 旋转 到 余 边 上 去 ， 那 么 它们 在 斜 边 上 
州 重合 鬼 绩 段 长 是 三 角形 内 切 图 的 直径 长 (图 
18) ， 


图 18 


解答 “一般 说 来 ， 三 角形 的 内 切 阅 的 大 小 不 是 
岂 医 的 简单 函数 ， 但 对 直角 三 角形 却 有 下 面 明显 的 
类 系 ， z 
直径 = (直角 边 的 和 ) 一 《 斜 边 ) . 
这 只 要 作 下 面 的 解释 就 明白 ,过 直角 边 切 点 的 两 条 
半径 在 直角 边 的 投影 不 变 【图 19) ,因为 从 一 点 到 
圆 的 两 条 切线 等 长 ,所 以 看 图 便 知 
{ 直 衣 边 的 和 ) 一 {手边 )= [L(x 十 tf) 十 
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图 19 

(TT 7} 一 {x 二 y= 2r，, 
是 中 重光 部 分 的 长 驶 是 《直人 这 的 和 ) 一 ( 斜 近 )y， 
由 此 立刻 得 到 所 要 的 鱼 论 . 

还 容易 指出 下 面 的 关系 ., 帮 黑 在 直 关 六 4 人 
的 斜 边 上 作 高 妃 已 ， 那 各 人 .4282C 避 及 由 了 石和 分 帘 
出 的 两 个 小 三 角形 的 三 条 因 切 贺 半 径 r+，+ 4; r+; 的 
种 等 于 高 8B 如 (图 29) ,因为 


Dn 


过 Cd 2: 


图 20 
27 十 2f 十 27a 一 《4 呈 十 呈 上 一 几 C) 
+(tAD+FBD—AB)+CBD+ODC- BC Y 
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于 以 


={AD+DC)—AC+28D, 


rr 二 r=B) 
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十 五 、444444 
的 位 数 


溉 4444 4 全 的 十 进位 表示 中 各 位 数 之 和 为 A, 
4 中 各 位 数 之 利 为 互 ， 问 中 中 各 位 数 志 和 是 客 少 ? 


解答 考 目 然 煞 的 常用 对 多 在 8 一 1 与 8 之 间 ， 
则 此 自然 数 是 # 位 数 , 现 在 
log, odddd**4*=4444iog, od444d. 
用 Lx] 表示 不 是 过 x 的 最 大 整 数 ， 我 们 便 看 出 
444d44444 的 位 数 为 
一 【44441oga4444+] +1. 
因 4444<<104， 赦 ]jogisd4444<4， 从 而 
(4) 寺 1 二 20，000， 
基 为 每 位 数 都 是 9 或 了 办 于 8， 所 以 A 二 20,000(9) 声 
199,999 . 但 基 99,999 的 各 位 数 之 和 灰 于 任何 一 
个 小 于 199,999 的 眼 然 数 的 位 数 之 和 . 因 之 ， 
如 二 C4 的 位 数 . 之 和 ) 过 1 十 5(9) 二 46. 
于 是 BB 的 位 数 之 和 S$S 不 能 大 于 12， 而 12 鲜 不 超过 45 
的 全 部 和 日 然 数 的 位 数 和 中 最 大 的 一 全 和 《〈 即 39 的 位 
数 之 和 ) . 
由 于 一 个 数 与 其 位 数 租 模 98 回 余 ， 国 此 
#5 : ” 


444dt*4*t 二 A=B=S (mod 9). 
现在 取 模 9 有 
A44444 二 (一 2)+444 二 (2)4444 二 2(25) 40 
=2{( 一 1)1* “圭一 2 三 7、 
因 之 ，S 三 7， 这 意 际 着 $= 二 7， 因 为 7 是 不 超过 12 般 
数 中 唯一 的 一 个 与 7 模 9 同 余 的 数 . 


了? 


十 六 、 方 程 
GAN) 二 中 (有 = 多) 


人 们 时 常 提 到 ， 鞭 名 的 方程 e ”一 一 1 把 整个 


数学 中 最 重要 的 四 个 装 联 系 起 来 了 ,方程 
otnijomtn)= nrd en) 

稍 渤 名 一 点 ， 但 却 把 初等 数论 中 三 个 最 突出 的 曾 激 
联系 在 一 上 想 了 ， 

9(n) 一 一 # 的 正 振子 之 和 ， 

dn) -一 一 #4 的 正光 于 之 个 数 ， 

V(tn)- 一 尤 接 qo 函数 ， 妈 自然 数 m 之 个 数 ，m 
与 # 互 素 【(m， 1 雪 一 1 ， 并 Bm 筷 n， 

当然 ， 你 也 可 以 想 拒 哪些 医 狼 拉 在 一 起 就 把 哪 
些 阔 数 拉 在 一 起 ， 拼 次 出 一 个 数学 关系 ， 不 过 这 里 
要 请 你 证 明 一 个 令 人 人 降 惊 的 事实 ,方程 
Oo(R) 十 p(n 二 nd (0n) 是 n 为 素数 的 充 要 系 件 . 


解答 。 忆 ) 设 为 过 数 ， 则 x 的 因子 有 1 与 ns， 献 
n= 十 1， 0 (2) 二 np 一 ]，d {nn) 二?2, 这 时 
tn} mn)=2n= ned(n); 
和 因此 ， 条 忻 是 必要 的 ， 
了 2 


(ii) 设 o(n) 十 p(n) 二 nrdtnj 且 m 不 着 菩 

数 . "一 1(1+1*#*1x1) 不 满足 此 方程 ， 这 表明 
站 wz2 ， 

n>1 时 ，qp{n) 不 包括 数 n 自 身 ， 故 有 

中 人 < 
因为 "是 复合 数 ， 它 必然 至 少 有 三 个 因子 。 用 站 家 未 
dn), 则 的 正 因 子 涉 成 
gd 
由 于 关 = dns3， 所 以 因子 d 不 是 最 大 因子 ， 
因而 
dj<n 县 一 站 之 1 
册 此 得 出 
ned(n)—oCn)= hn—(dit dt. 二 di) 
一 (一 可 十 [一 中 十 十 (一 中 
Be 一 1 十 1 十 0 一 站 ptn) 
这 表明 不 能 有 nd) 一 0 (mn) 二 p(n), 这 个 矛盾 证 
明了 "必须 是 素数 ， 

全 泊 天 字 第 一 导 的 着 名 素数 条件 是 下 面 的 三 尔 
于 (W ilsonj) 定 理 ， 

1 蓝 阶 {n 一 1)1 十 1I 的 充 要 条 件 是 4 为 素数 ， 
1965 年 美国 数学 月 刊登 载 了 下 面 E1702 号 问题 . 它 
是 弗吉尼亚 州 忆 及 瀑布 城 的 道格拉斯 。 林 德 《〈1o- 
uglas Lind) 提出 ， 而 由 哥伦比亚 大 学 的 肯 尼 轧 
。 克 拉 默 (Kenneth Kramer) 与 布鲁克 林 厌 学 
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移 斯 蒂 交 * 明 斯 .上 疏 ,Steven Minsker) 解 决 的 ， 
国 
试 证 明 ， * 束 除 入 一 避 r("1) 的 充 要 条 人 是 

为 素数 


解答 我 们 及 二 1{11) 十 2031) 十 … 十 Cn 一 3 
T2142. 
出 ri 一 tr 十 1)r! 一 一 fr 二 1--rt 便 得 
站 一 《2 一 1 十 人 3 一 2 失主 1 一 3 站 二 入 
十 [CR 一 2 一 (8931 ni. 
通 乘 以 2 一 1 再 在 两 端 加 上 n， 得 
[7 一 1 十 一 (2 一 1) 十 1 
根据 咸 尔 还 定 理 ，? 是 素数 的 充 要 荣 件 为 xn 是 
《ni 一 1)1 十 1 的 因子 ， 上 而 最 来 的 方 各 表 明 当 且 仅 
当 # 为 六 的 因子 时 这 一 点 才 成 立 ， 央 为 hn 与 ”一 1 总 
和 是 互 亲 的 ， 
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平面 上 育 一 条 带 9， 宽 为 风 ， 我 们 把 单位 图 旅 
在 带 S 中 ,不 让 贺 内 之 点 相 重 , 如 果 横 穿 9 带 的 任 一 
直线 至 少 与 上 个 加 相 守 (包括 相 奶 )》， 就 说 这 些 膨 
攀 成 了 一 人 打上 云 . 试 证 明 ， 对 一 柴 2 去 ，w 这 2 十 
V3 《图 21) 


Weveerel 
COT 


解答 ”通过 ? 云 中 任 一 圆 C 的 圆心 0,， 作 一 直线 

mi 与 5 的 平行 线 交 成 塌 角 〈 轿 22) ,za 必定 会 与 另 一 
个 图 4 相交 , 用 Q 表示 从 4 的 图 心 P 到 直线 m 的 囊 
是 . 因 m 与 4 相交 ， 获 PQ 不 会 比 半径 长 ， 凤 PQ 志 
1 , 又 因 C 与 4 不 重 委 ， 敬 OP 之 2 . 由 商 高 定 理 有 
OQ~V OP PV RI 

因 S 必 须 在 OQ 两 备至 少 到 长 一 段 等 于 半径 的 距离 
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才能 容纳 得 下 .A 与 CC， 所 以 S$ 的 宽 为 
w>2 二 O02 十 ww 可， 


十 八 、 极 小 和 


团 集 合 (I，2，3''"，#) 中 抽取 a;， 人 允许 重 
复 ， 可 以 得 到 # 个 不 同 的 数组 .Ca1， Ga AF) 
任 一 上 数组 中 最 小 的 数 用 ci 表示 。 试 证 明 下 面 这 个 
意 想 不 到 的 结果 ， 全 部 最 小 的 ai: 之 和 就 是 前 a 个 自 
然 数 的 上 次 宕 之 和 Te+ 2:+3: 十 … 十 nt， 即 
Smin (a drs mp 一 5 mr 
rn 1 


解答 ”本 题解 决 得 很 漂亮 ， 只 用 到 最 基本 的 要 
念 。 这 个 概念 太 简 单 ， 平 常 少 有 用 到 。 在 对 自然 数 
*i 的 级 数 求 和 时 ， 数 数 的 方式 可 以 是 确 定 艺 1 的 项 
的 项 数 ， 芳 2 的 项 的 项 赣 ，… 等 等 ， 

Zri 一 人 《22 的 预 数 ) +《 基 2 的 项 数 ) 十， 
按 这 种 数 法 ， 一 个 数 7 会 在 ?+ 个 项 中 都 数 到 ， 因 此 
计 入 了 总 和 之 中 。 例 如 1 =3 就 在 

( 宇 1 的 项 数 )，( 宇 2 的 项 数 )，( 宇 3 的 项 数 ) 

中 被 计 过 数 ， 但 在 以 后 的 项 中 就 数 不 到 了 。 这 个 拘 
作 沙 又 相当 于 迅 带 迷 视 一 个 级 数 ， 从 每 一 项 {只 要 
4 


ml "= | I Hh ti pe ri Tr Nr. 1 ， 


这 一 项 偿 剩 有 数 可 以 交 出 米 ) 挑 出 1 来 ， 每 迹 视 一 
次 得 到 一 个 和 ， 然 后 册 把 全 部 和 加 在 一 起 。( 三 好 
稳 把 r 看 成 是 一 杞 + 根 火 柴 棒 。) 

实际 上 很 容易 计算 本 是 中 和 数 的 项 数 ， 它 至 少 
应 等 于 一 个 整数 !:。 显 然 我 们 有 

min(fas ars "Aart 

的 充 要 条 忻 是 数组 的 每 个 a, 守 1， 有 这 第 性 质 的 第 
数组 的 个 数 就 是 从 (5 上 + 1，…， 双 ) 中 到 a; 所 组 成 
的 数组 的 个 数 , 因 为 每 个 4a; 痢 有 7 一 t+ 1 个 选 法 ， 
故 这 种 兴 数组 的 个 数 就 是 (3 一 上 + 1)*， 因 紫 

(三 1 的 项 数 ) 一 (8 一 5+ 1)5 
从 而 本 题 所 求 和 的 和 为 


nr 
Smin 【ai drs "sy 好 加 一 会) (>t 的 项 数 ) 
t= 二 1 


一 2 ntt1): 
1=1 


n+ Cn-1Yr+ 
Km -2 二 

节 凡 。 尼 文 《Ivaa Niven) 教 授 把 上 面 的 推 证 
帮 得 更 为 完美 。 他 首先 确定 ， 具 有 极 小 空 1 的 数组 
的 个 数 为 (s-1+1)* 由 此 公式 得 出 极 小 宇 t + 1 的 8 数 
组 的 个 数 为 (1 一 1"。 极 小 正好 是 1 的 & 数 组 的 个 数 
残 等 于 《2 一 上 + :一 (n 一 人 站， 在 本 题 的 总 和 中 汉 
项 哎 是 1 En 一 1 二 1 一 [2 一 站 中 。 对 1 二 1，2， 


4 


"tt 求 和 得 
ER 一 天 一 二 十 2 人 一世 一 长 站 一 2 二 
3CK8 一 2 一 《9 一 7 弗 十 十 三 [1 一 0 
= 外 上 十 【着 一 下 二 全 一 2 十 了 了 
确定 之 maxtar 2ty …， do)》 的 仁 ， 读 者 可 
部 会 感到 是 非常 有 趣 的 一 道 练习 题 ， 


a3 


十 九 、73999 的 
最 后 三 位 数 


?0998 的 最 后 三 位 数 是 哇 三 个 数字 ? 


解答 注意 74=2401， 因 此 


740=(2401)"={1+2400) =1+ fn:2400 + CO? 


‘2400°7 十 ,上 上面 的 二 项 展开 不 中 从 第 二 现 以 后 起 ， 
所 有 的 项 写成 数字 时 林 昆 都 至 少 有 四 个 孚 ， 因 此 都 
不 会 影响 到 结果 的 最 后 三 位 数字 ， 景 后 三 位 数字 山 
i+rne 2400=?4n.100+1 
来 决定 。 如 果 24# 的 最 后 一 位 洲 是 rx， 列 
. odnx 100+1=C mi00 + 1= "01, 
且 忆 7201 结 尾 ,n 二 2499 时 ，24nBi 结 尼 ， 于 古 我 们 
知人 让 
7 801 缚 尼 
因为 7 一 343， 故 得 
ToT .7 了 3 一 (601)f343 7 一 143， 
(和 肯 沪 算 泪 法) 得 出 最 后 三 位 数 子 是 143. 
长 号 我 们 讶 可 以 这 和 样 来 解答: 当 # 一 2500 计 ， 
?tn 以 0 结尾， 六 有 7 了 = 二 710%995 以 001 结 民 ， 丁 大 


1 
了 
" 


T1000 001=0000+ 1=1000&+1 
由 上 式 可 得 7: "中 一 1000(8 一 1)+1091。， 除 以 7 得 
"oot L004., 了 3 


锥 为 右 端 必须 是 整数 ， 故 7 必定 整除 1000(& 一 1)。 
但 7 不 能 整除 1000， 故 必 整 除 太一 1 ， 固 而 对 某 个 
整数 9 ， 我 们 有 7” 一 1000g+143。 出 于 1000g 
以 000 结 尾 ， 所 以 知道 1"""* 最 后 三 位 数字 是 143， 
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二 十 、 搓 骨 子 《一 ) 


标准 盘子 各 面 分 别 标 有 1，2，3，4，5，6， 重 
复 据 之 ， 直 至 连续 计算 的 和 超过 1 为止。 问 最 可 能 
出 现 的 和 是 多 少 ? 


解答 考虑 倒数 第 二 次 控 的 那 一 次 。 这 次 的 总 
和 一 证 是 12，11，10，8，8，7 中 之 一 , 若 和 为 拉 ， 
珊 最 终 出 现 13，14，15，16，17, 18 之 中 的 任何 一 
个 ,并 二 出 现 的 机 会 均等 。 类 介 地 ， 若 最 终 的 和 数 
重 现 之 前 的 和 是 11， 则 最 终 的 和 应 为 13，14，15， 
16，17 里 的 一 个 ， 每 个 出 现 的 机 会 相 同 ， 以 此 类 
推 . 在 每 种 情况 都 可 能 出 现 13， 而 且 世 咏 有 13 才 在 
每 种 情况 下 有 出现 的 可 能 ， 因 此 景 可 能 出 现 的 和 数 
是 13， 

一 般 ， 用 同样 的 推论 可 以 证 明 ， 首 次 出 现 超出 
数 ntn 宇 6) 的 景 可 能 的 和 数 是 n+1， 
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一 二 一、 穿刺 
下方 体 


一 个 20X 20X20 的 实心 谋 方 体 忆 由 2000 抉 2 x2 
x1 的 砖 硕 成 。 试 证 明 这 个 立 方 体能 够 被 与 它 的 一 
个 面 丘 直 的 一 条 直线 刺 穿 ， 这 条 真 线 相通 过 让 方 体 
的 内 部 但 却 不 会 穿 过 任何 一 块 态 ， 


解答 ”我 们 来 考点 忆 中 的 8000 个 单位 立方 体 ， 
在 忆 的 每 个 面 上 ， 单 位 立方 体 的 被 组 成 了 一 个 20x 
20 柯 子 。 在 一 个 面 的 内 部 ， 格 子 中 有 19(19 一 361 
个 点 。 季 直 于 这 个 面 ， 并 通过 这 些 点 的 361 条 直线 
硕 着 一 排 单 位 立方 体 的 楼 一 直 穿 到 对 画 相 应 的 格子 
点 。 刺 穿 忆 的 内 部 的 这 种 直线 总 半 有 3(361) 一 1083 
条 。 令 上 表示 它 们 中 的 任 一 条 。 

过 直线 上 , 并 平行 于 CC 的 面 的 两 张 平 夯 把 CC 分 为 
四 个 长 方 你， 每 个 长 方 体 都 有 一 条 楼 是 上 ， 令 A 表 
薄 冉 个 长 方 体 中 的 某 一 个 (图 23) ,由 于 4 的 维 数 
之 一 是 20 ( 即 C 的 整 条 楼 ) ;4 必然 包含 偶数 个 单位 
让 方 体 。 一 块 2 X2 X1 的 巷 可 能 会 有 1 个 、2 个 或 4 个 
单位 羡 方 眉 在 4 中 ， 但 决 不 会 有 一 块 砖 正 好 有 三 个 
单位 主 方 体 在 4 中 。 测 现 2 或 4 个 单位 立方 体 的 砖 总 
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态 中 一 块 2x2x1 
/有 卫 -- 上 的 砖 共 有 单位 堂 
方 体 


图 23 

共 给 了 4 个 数 个 单位 立方 体 。 因 此 必然 有 偶数 艾 砖 
只 给 了 4 一 个 单位 立方 栖 ， 但 是 只 有 一 个 单位 立方 
体 在 4 中 的 砖 必定 会 被 从 正中 穿 过 〈 沿 着 四 个 音 
位 立方 笨 的 公共 杷 ) 。 因 此 上 必定 刺 穿 偶数 据 砖 。 

然而 ， 一 块 砖 只 能 被 一 条 直线 上 穿 过 ， 实 际 上 
每 块 砖 的 确 被 一 条 也 仅仅 是 一 条 直线 L 穿 过 ， 一 共 
穿 了 2000 处 。 由 于 直线 上 共有 1083 条 ， 每 条 穿 过 候 
数 块 砖 ， 故 不 是 全 部 工 都 能 穿 过 两 块 砖 ， 至 少 有 
83 条 直线 了 根本 不 穿 过 和 任何 一 块 砖 。 
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二 十 二 、 二 醒 厅 列 


对 某 个 自然 数 mn， 可 以 构 寻 册 一 个 序 列 ， 使 得 
1，2，…，# 的 每 一 个 都 出 现 两 次 ， 但 每 个 数 * 第 二 
次 别 现 必须 是 在 虑 第 一 次 出 现 的 第 7 个 位 置 处 。 鲍 
如 ，# 一 4 时 有 

ds 2, 3 2 4, 3, L, 1, 

"二 5 时 有 

3, 5) .9 3; 2; 4, 5; 1, 1,4, 
4 二 6 或 7 时 不 存在 这 种 排列 法 。 "一 8 时 有 

8, 6; 4 TF, Ty 2 4，6，8，3，5，7，3，， 
1，1，5。 试 证 ， 除 非 n 二 0， 或 1 Cmos4), 否则 不 
在 在 这 样 的 序列 。 


解 等 ”把 这 种 序列 中 的 位 置 编 上 号 : 1; 2 9， 
…，27. 假 设 1 第 一 次 出 现 前 位 置 基 如 ，2 第 一 次 出 
现 的 位 置 是 上 :， 等 等 ， 于 是 1 第 二 次 出 现在 p, +1 
处 ，2 第 二 次 出 现在 ps + 2 处 ， 等 等 ， 避 示 位 置 的 数 
目 之 和 廿 可 以 写 为 

1 寺 儿 十 3 十 :十 必 加 
也 可 以 写 为 (pi; 十 Pi 二 1) + psp2+2)+** 
3 


t+ (pst+ pt+n), 
因此 


十 
. 2 1) 0 D1 十 二: 十 ba 让 


,n(nt+1) 
2 


令 人 二 加 十 人 十 加 一 卫 ， 则 


2n(2n+1) P+ n(n +1) 
| 2 


2 多 


于 龙 得 
pn(2n+ 1 —n(n+ 1 


4 4 。 
因为 P 是 整数 ， 故 nt3n +1) 必定 能 被 4 整除 ， 然 而 
在 nn 二 2 或 3(mod4) 时 ， 我 们 得 到 (3n +1) 圭 
2(modd4) ， 这 是 个 矛盾 。 因 此， 除非 *=0 或 
1(moddi) ， 理 则 不 存在 满足 题 意 要 求 的 序列 ， 

DB, 马 什 《Marsh) 在 解答 《出 文献 】 中 
证 明了 ， 对 每 个 #s0 或 1 (mod4) 的 确 存在 一 个 
如 题 所 说 的 序列 . 

现在 来 考虑 上 述 问题 的 一 个 姊妹 问题 ， 把 ， 
2,…,# 排 成 一 排 ， 除 了 第 一 个 数 可 以 随便 挑选 外 ， 
要 使 数 R 排 入 此 排 内 必须 有 R 一 1 或 RE+1 排 在 前 而 
{不 必 紧 靠 在 前 面 )。 问 这 种 排 法 有 多 少 ? 例如 # 一 
6 时 合格 的 安排 法 中 有 她 
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435261 与 342156 。 


解答 ” 设 第 一 个 数 是 * ， 这 就 把 1，2，*…， + 

分 成 了 两 组 ， 
一 (1，2，-，Y 一 1) 及 
B=(r+l r+2, ,RR). 

我 们 的 规则 要 求 & 一 1 或 + 1 必须 排 在 上 的 前 面 ， 这 
就 意味 着 4 中 的 数 是 按 天 然 的 递减 顺序 出 现在 排列 
中 ，B 中 的 数 则 按 递 增 的 顺序 出 现 。 显 然 ， 纪 中 第 
一 个 可 以 出 现在 第 一 个 数 r 之 后 的 数 不 是 *+ 2， 因 
为 前 面 没 有 r +1 或 r + 3。 同 样 ，r 二 3， r+ 4 和 
中 没有 一 个 是 B 中 第 一 个 可 以 排 在 r 后 的 数 。 反 复 
使 用 这 则 推理 可 以 证 有 明 ，B 中 的 数 必须 按 + +1， 
r+2，""，## 的 磊 序 出 现在 排列 中 、 对 4 也 类 似 ， 

只 要 4 与 8 中 的 元 率 在 各 自 的 小 组 中 保持 天 然 
顺序 ， 这 两 组 无 论 怎样 交叉 都 没关系 。 例 如 ， 取 为 
r 在 第 一 个 位 置 ， 故 *+1 可 以 立 即 排 在 排列 中 ， 
也 可 以 在 r 一 1 与 r 一 2 排 入 排列 中 之 后 再 排 进 去 。 因 
此 以 r 开 头 的 排 法 就 是 将 4 的 一 1 个 元 素 在 剩 下 的 


7 一 ] 个 位 置 中 挑选 一 1 个 位 置 的 选 法 , 即 Ch1. 


了 3 的 排 好 顺序 的 元 素 自 然 地 排 入 空位 。 因 为 > 可以 


取 1,2,* ,nn 等 信 ， 改 排 潜 总 共有 
点 了 


0 1 < sea 1 
他 m+ Cit Co_1t + Ci 


一 (14+181 一 2 1 


.种 ， 


平面 上 给 了 2r+3 个 点 ， 任 意 三 点 都 不 共 线 ， 
任意 阿 点 都 不 共 圆 。 证 表 ， 一 年 可 以 找到 一 个 山 通 
过 已 给 点 中 网 三 个 点 ， 同 时 把 剩 了 的 点 分 成 两 半 ， 
即 有 # 个 点 在 图 内 ，# 个 点 在 问 外 ， 


解法 一 《出 滑 包 卢 大 学 导 ，。 克 朗 金 解决 ) 
令 .4 8 表示 已 知 点 集 了 的 西 包 妃 的 两 个 相 邻 顶 
虚 ( 玫 24) . 《关于 凸 包 的 定 文 见 问 题 十 一 。，》 由 于 


: 图 24 

T 没有 三 点 共 线 ， 故 织 段 4B 上 4 与 8 之 间 胃 无 T 的 
点 ,假设 过 4 与 孔 的 一 个 大 图 C' 的 关心 0 在 五 外 面 ， 
这 时 C!' 的 弓形 4X8B 在 吾 内 ， 可 能 含有 I 的 某 些 点 ， 


$3 


然而 让 已 恋 大 二 以 便 弧 4XB 无 限 接近 4B。 贺 变 
大 ， 弧 4XB 在 向 43 靠 近 硅 ， 那 些 原先 在 弓形 4 了 3 
中 的 工 的 有 限 个 点 就 不 再 属于 弓形 AXB。 了 于 是 过 
4， 忆 就 存在 任意 多 个 圆 ， 共 弓形 4XD 连 同 此 履 不 
包含 T 的 点 。 令 C 就 表示 一 个 这 种 图， 其 圆心 为 2， 

首先 我 们 有 一 个 圆 C， 只 通过 工 的 两 个 点 4 与 
如， 同时 贺 内 不 再 含有 7 的 点 。 现 在 来 变动 C, 让 图 
心 D 沿 着 48 的 中 算 线 向 43 靠 拢 ， 并 且 不 断 改变 半 
径 长 使 贺 C 始 终 通 过 4 与 B。 随 着 O 向 4D 靠拢， 马 
形 4XB 越 来 越 大 ， 包 合 的 吾 的 点 越 来 越 多 ，O 跨 过 
AB 时 ， 马 形 4XB 就 变 成 了 (4B 确定 的 ) C 的 大 司 
形 ， 终 于 大 得 来 把 整个 凸 包 五 都 覆盖 完了 ， 因 而 材 
盖 了 整个 集合 PT。 由 于 了 中 任何 四 点 都 不 共 贺 ， 故 
马 形 只 得 一 个 一 个 地 图 进 工 的 点 。 当 图 周 通过 第 
n 十 1 个 点 KK 时 ， 贺 C 正 好 把 前 = 个 点 包含 在 内 ， 并 
通过 4，B，K 三 点 . T 的 另外 # 个 点 仍 在 圆 C 之 外 ， 
于 是 得 出 所 要 的 结论 。 


解法 二 【滑铁卢 大 学 L。], 狄 基 ] 令 C 表 示人 尾 
意 一 个 性 鼎 点 ， 考 虑 以 吕 为 必 的 任 意 贺 R。， 将 给 中 
的 诸 点 关于 忆 作 反 演 .《 关 于 反 演 的 解释 见 参 考 叉 
献 ) 。 国 心 0 被 反 演 到 无 穷 远 点 ， 于 是 得 到 28 十 ?个 
有 限 远 像 点 的 集合 S (图 25) 
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”类 于 的 反 9 
3 A 2 十 2 个 俐 点 、 


图 站 

就 从 整个 5 在 其 一 俩 的 一 条 直线 + 开始 吧 , 把 :向 
移动， 直至 它 开 始 通 过 5 的 一 个 点， 比如 说 通过 
由 点 . (或 者 令 汪 表示 3 的 酝 包 的 顶点 ，! 鸭 通过 4 
的 与 凸 包 只 在 A' 相交 的 直线 。) 现在 让 从 汪 起 的 两 
条 射线 的 任意 一 条 绕 着 4 构 扫 3， 下 面 马 虐 就 楼 证. 
明 ， 横 扫射 线 将 一 个 一 个 地 通过 5 的 点 。 因 此 它 最 
终 会 通过 一 个 媒 点 BH ， 司 得 水 了 把 5 的 其 余 2nr 个 
点 分 为 两 半 。 | 
令 已 向 集合 的 4 与 B 表 示 4' 与 BB 的 娩 原 。 我 们 
看 到 ，A’ 柜 木 可 能 通过 反 演 中 心 D， 否 则 就 意味 着 
己 知 介 侣 的 4,8B，0O 三 点 基线 (这 是 个 开 慎 ) ， 因 . 
此 直线 4A’ 8/ 反 演 前 的 媒 原 必定 是 通过 人 〇 的 一 个 加 
KK (图 28) 。 从 而 就 通过 已 知 集合 的 三 个 点 4，. 
B,，0O， 因 为 在 将 S 中 的 柑 点 反 演 回 到 已 知 集 合 的 点 . 
时 ，A’ B! 一 全 的 全 部 像 点 都 反 卫 到 区 肉 ， 面 男 一 侧 ; 
的 人 金 部 像 点 都 反 庆 到 下 让， 因此 ， 六 把 已 知 集合 = 

SF 


图 326 
务 为 二 了 。 (下 在 局 点 的 切 组 与 机 B' 平 行 ，) 

我 们 不 仅 解决 了 问题 ， 而 且 还 知道 了 ， 通 过 纺 
定 集合 的 任意 一 个 点 0 部 可 以 找到 一 个 解决 问题 
的 ) 圆 、 从 而 可 以 得 针 2n+ 3 个 圆 ， 其 中 可 能 只 有 
《28 了 + 3)73 个 圆 是 不 同 的 ， 因 为 通过 以 ，4， 了 的 一 
个 圆 可 能 笑 了 三 诡 。《 由 于 给 定 集合 的 任意 四 点 都 
不 共 圆 ， 放 在 28+3 个 解 轩 中 的 任 一 个 都 次 不 本 能 
计算 三 次 信 上 。) 不 上 只 一 个 解 圆通 过 一 个 已 知 点 ， 
这 并 非 不 可 能 。 : 

最 后 我 们 来 证 明 先 前 的 一 个 站 论 。 印 绕 44 的 招 
动 射 线 只 能 一 个 一 个 地 通过 $ 中 的 像 点 。， 和 从 前 一 
样 , 首先 可 以 看 到 ， 当 射线 通过 一 个 像 点 C7 ， 那 名 
这 时 它 不 能 又 同时 通过 圆心 号 【如 果 通 过 了 O， 刚 
0 与 像 原 C、44 就 是 基线 的 三 个 点 }， 因 此 ， 如 上 果 射 


人 


线 要 同时 通过 两 个 《或 更 多 个 》 像 点 ， 比 如 说 同时 
通过 C'，D'， 那 么 直线 4 C'D’ 的 像 原 就 会 是 通 
过 的 一 订阅 《因为 47C'D’ 并 不 通过 0) ， 即 四 
个 已 期 点 0，A4,C，D 闪 加 ( 矛 逢 ! ) 


”参考 文献 


Coxeter and Greitzer, Geometry levisi= 
ted, vol, 19,New Mathematical Library, 
Math, Assoc, of America, p，108 及 以 后 诸 
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二 十 由、 三 角形 的 
这 长 


若 z， 上 ，c 构 成 三 角形 的 边 蕉 ， 试 证 并 1#= 二 ?2,3， 
4 时 ，e sp Ze 也 覃 成 三 角形 的 边 长 。 


解答 ”车 x，5，c 和 神 成 三 角形 的 边 长 ,; 则 有 三 角 
形 不 等 式 2+ br, 
等 等 。 因 此 
(Wa tab atrb oc=Ce ), 
由 此 得 
Sa “Wb Pe, 
7， ap ae 的 另外 两 个 三 角形 不 等 式 也 
以 同样 建立 起 来 ， 从 而 得 到 我 们 的 结论 。 


二 十 五 、 请 勿 使 用 
微 积分 


1952 乍 ，]。 记 。 布 恰 与 里 奥 ， 毛 蹇 在 通俗 杂 
岂 攻 数学 文库 》221 一 236 页 上 发 表 了 一 篇 很 别致 的 
文章 《请 勿 使 用 微 积 分 》。 平 常用 微 积分 解雇 的 一 
些 问 题 ， 他 们 别 具 区 心地 用 另外 的 方法 解雇 了。 下 
天 介绍 几 则 。 


(i) 第 一 个 问题 是 计算 半径 为 4 的 两 个 正 圆柱 悼 
感 直 角 相 交 《 即 中 心 轴 交 成 直 舶 ) 时 公共 部 分 的 蛋 
积 。 稍 停 片 刻 来 想象 一 下 刚才 所 说 的 相交 部 分 R， 
从 一 个 图 柱 体 的 方向 上 看 ,于 是 圆 的 ， 和 截 出 它 的 
圆柱 -- 样 地 圆 。 的 上 兴 部 分 如 图 27 所 示 。 通 过 性 
RR 的 内 切 球 作 比 较 很 容易 求 出 R 的 体积 ， 最 然 ， 半径 
为 a 的 球 在 两 个 回 柱 内 都 能 一 滚 而 下 ， 它 也 就 是 两 
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个 柱 体 相交 部 分 的 内 切 球 。 

. 由 于 具有 四 重 对 称 性 ， 赦 R 中 与 底 4BCD 平行 
的 任意 一 片 含有 一 个 正方 形 的 底面 ， 内 切 球 $ 的 这 
样 一 片 含有 一 个 同形 的 底面 ， 正 好 与 B 的 相应 的 一 
片 内 切 。 正 方形 面积 与 其 内 切 贺 面 积 之 比 为 

Cr 4, 
fr 7 


备 层 求 和 ， 得 到 的 体积 是 8 的 体积 的 生 俯 ， 


因此 
R 的 体积 二 寺 ( 和 ra?)= 攻 41， 


当然 ， 严 档 证 明了 二 45 /x 要 用 到 微 积分 学 的 基本 论 
新， 这 是 此 处 故意 避 开 的 . 这 类 问题 是 根本 没 法 线 
开航 限 概 念 的 ,不 过 将 R 与 S 作 比较 这 一 点 却 赏 心 悦 
目 ， 十 分 令 人 满意 ， 其 正确 性 也 是 可 以 严格 证 明 
的 。 


《 认 过 止 曲线 C 内 一 个 已 知 点 P 作 一 条 直线 工 ， 
使 得 ZL 从 C 荐 出 一 个 面积 最 小 的 区 域 ， 解 这 个 问题 
的 想法 也 很 巧 ， 如 果 P 点 不 是 上 的 中 点 ， 那 么 ， 绕 PP 
点 向 适当 的 方向 稍微 一 转 ， 在 P 点 的 一 侧 失 去 的 一 
块 究 形 面积 就 会 比 另 一 侧 得 到 的 还 大 ， 这 说 明 制 出 
。 的 区 域 不 是 最 小 (图 28) ， 这 个 古老 的 思考 方法 在 
解 许多 问题 时 都 很 有 用 。 : 
G2 


从 这 一 思路 可 以 立即 很 出 色 地 解决 下 面 一 个 河 
苑 ， 取 相距 一 个 单位 的 两 条 级 浊 标 加 上 曲 线 .9 一 
ex ， 使 得 曲线 下 的 区 域 面 积 最 小 ,很 明星 ， 如 
果 两 条 级 坐标 不 等 长 ， 那 么 ， 稍 微 移动 一 下 使 它们 
相等 ， 上 曲线 下 面积 就 会 塞 小 在。 因此 ， 对 于 给 定 的 
实数 4， 为 了 面积 景 小 咸 必须 


《ii 毛 赛 与 布 和 巧妙 地 利用 了 市 和 典 等 局 说 题 的 
绪论， 周 长 为 上 的 雇 有 简单 .#. 边 形 中 ,面积 最 大 的 
是 正 # 边 形 . (所 证 “篇 单 ” 蚌 指 自 浒 不 实 灵 》， 丰 
眼 定 这 种 最 大 * 动 形 存 :在 的 前 : 刘 填 ， 辛 闻 那 提 
《Cincinnati) 大 学 已 故 的 里 硒 德 ， 代 玛 尔 《Ric- 
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hard DeMar) 给 了 一 个 简 清 的 新 证 明 ， 这 篇 杰 
出 的 文章 登 在 名 数学 杂志 六 (Mathematics Ma. 
gazine)1975 年 1 一 12 页 上 ， 主 要 是 4-…6 页 ， 文 董 
“平面 上 等 周 问 题 的 一 个 简单 解法 ” (A Simple 
Approach to IJsoperimetric Problems IE 
the Plane) .对 于 多 边 形 要 成 为 “ 正 ” 和 多边 形 的 条 
和 性， 铠 分 为 两 条 分 别 加 雇 考 不- 一 (1) 锋 边 ，(2) 等 
和 角 。 两 种 情形 的 处 理 广 法 类 做， 推理 邦 很 美好 ， 我 
们 仔细 讨论 第 (1 部 分 子 以 六 有 

用 五 一 dBLCD'… 表示 一 个 不 等 边 的 简单 x 边 形 
(图 29)。 那 么 ， 必 然 有 某 两 条 相 邻 的 边 不 相等 ， 


图 29 
假设 4B>BC。 在 4 与 B 之 闻 选 一 点 了 ， 合 得 BX 
BC ， 则 4= 人 BCX>Ay=ABXC ， 班 在 把 
六 BCK 切 下 来 翻 一 转 ， 使 4 与 CC 交换 位 置 ， 于 是 得 . 
到 多 边 形 K'， 由 于 人 4> 人 r， 世 处 的 角 就 比 平 第 还 
大 ， 所 以 EK' 不 在 蚌 曲 多 过 形 了 。 田 外 还 看 出 &' 已 
64 


不 是 * 按 形 而 是 *+ 1 边 形 了 ,然而 因为 它 茶 是 西 的 ， 
我 们 容易 把 它 变 成 " 边 形 ， 同 时 修正 其 面积 。 只 消 
把 B 点 的 新 位 置 B' 与 4 相 联结 ， 就 可 以 得 到 一 个 
边 形 ， 面 积 大 些 ， 周 长 反而 小 些 . 把 图 形 扩张 使 周 
长 等 于 ， 于 是 而 积 变 得 更 大 .这 说 明 K 不 是 所 要 于 
的 最 大 图 形 . 

我 们 现在 承认 等 周 定理 ， 然 后 来 看 布 输 与 毛 害 
如 何 把 它 用 来 解决 一 个 古老 的 问题 ，-- 个 矩形 的 一 
这 是 固定 的 墙 ， 另 外 三 边 尚 来 园 定 ,但 其 总 长 为 工 ， 
试 确 定 抵 形 的 长 与 宽 之 比 ， 使 得 它 装 成药 睹 形 区 域 
面积 最 大 ,无 论 围墙 4BCD 怎 么 样 ， 把 它 投影 到 周 
定 墙 4D 之 后 得 到 移 四 边 形 B' BCC' 总 有 周 定 周 长 
2 (图 30) 。 四边 形 B8’BCC' 是 正四 边 形 ， 唆 正方 
形 时 面积 最 大 ， 央 此 ， 它 的 一 半 4BCDD 也 最 大 ,这 
寺 长 为 宽 的 二 倍 ， 问 题 也 就 解决 了 。 


| Br “= He 
sp 和 | 
| 
L ! 4 
TT 
B c 1 
图 30 


类 但 的 问题 是 ， 给 定 了 表面 积 ， 求 容积 最 大 的 
纺 头 盒 。 如 果 “ 有 盖 ” 与 “无 盖 > 两 种 情况 中 有 一 
的 


个 解决 了 ， 那 妈 咽 让 一 个 情况 的 解答 很 快 便 可 得 
到， 因为 把 开口 纳 甘 盒 映 射 到 上 上 类 面 就 得 到 有 盖 次 
头 盒 ， 若 无 羡 的 最 大 ， 则 有 盖 的 也 该 最 大 。 闵 此 ， 
无 论 高 与 半径 之 比 hyr 取 什 么 值 ，“ 有 盖 2 时 的 出 
值 为 “无 盖 ” 时 的 比值 的 二 倍 。 

(iy) 作为 等 局 问题 定理 的 最 后 一 个 应 用 例子 ， 
我 们 再 给 前 画 的 问题 七 ( 屁 角 的 帘子 ) 一 个 解法 。 

该 问题 是 ， 在 矩形 房间 的 一 角 用 两 张 .4 英尺 长 
的 窗子 围 绸 最 大 的 一 据闻 面 ， 试 确定 帘子 的 位 置 ， 

把 房 角 与 墙 作为 参考 系 的 原点 与 坐标 加。 把 之 
子 投射 进 轴 的 背 曾 去 ， 得 到 八 边 形 PBP,A,PsBI 
了 :44， 交 图 31 记 示 。 不 管 帘子 挂 在 怎样 的 位 置 ， 这 


八 边 形 都 有 固定 的 周 长 8X4 一 = 32 英尺 。 可 以 看 
和 枯 ， 在 盟 角 围 册 最 大 药 地 面 就 祖 当 于 这 八 边 形 有 最 
大 面积 ， 从 而 立刻 可 以 得 出 解答 。 面 积 最 大 的 八 边 
形 必 须 是 正八 边 形 ， 面 此 它 的 每 个 角 为 

二 (8 一 2) x180 一 135 度 。 


通过 详细 地 作 图 即 容易 得 出 绽 果 。 


二 十 六 、ab 与 bz 


确定 wt 与 5 就 大 敦 小 ， 一 般 并 不 难 。 显 然 ， 
2 一 3:，343242。 然 而 把 2 和 3 之 条 的 一 个 数 与 3 邦 
4 之 间 的 一 个 数 联 系 在 一 点 ， 问 题 就 来 了 。 请问， 


eT 大 了 呢 还 是 x 大? 


解答 对 于 正 的 x ， 我 们 有 
ex 一 1 十 区 + 
一 ]+X。 
通 r>>e， 大 re>>1，Y 一 fre 一 1>0。 于 是 


eT 1 1+ (一 一 


se er etn/e) 1,， e™ nr 
eg e 
用 微 积分 容易 证 明 函 数 e* 一 1 一 x 只 有 一 个 极 
小 信和 零 (在 * = 0 处 ) 。 因 此 当 x 取 实 数值 时 
e 2 十 
运用 这 个 关系 式 ， 乔 治 * 滨 利雅 (George Polya) 
给 著名 的 算术 几何 平均 不 等 式 想 出 了 下 面 这 个 漂 觉 
的 证 明 。 令 a1，a2，*"，a，, 表示 正 实数 ，4，G 分 
G8 


别 示 玫 它们 的 锋 术 平均 与 几何 平均 ， 即 
4 人 Ca 十 CT) G= (elaseeea)LP 


i x 依次 取 什 taijfA) 一 1，3 一 1 2 有 得 狼 
并 个 不 等 去 : 
Ci7 -1 > 


ota2/A)—1 da 
| 上 


fear d) 一 工 
Be 2 A 


把 这 些 式 于 相 习 ,得 


GL Ta 


8 > | 
这 就 是 
' gn™ ee 证 期 1 守 和 ; 
出 此 得 4 守 G.- 


注意 只 有 当 # 个 不 等 式 中 都 取 等 号 时 , - 才 有 
A=G, 这 驱 要 求 对 ?1=1， 9, 1 《qi 人 4) 一 下 
一 0， 故 只 有 当下 部 ai 都 等 于 4 时 ， 才 有 .44 一 Cr。 
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效 学 题 


一 个 人 在 邮局 买 了 一 些 面 值 1 分 的 邮票 ， 还 有 有 
相当 于 所 买 1 和 分 邮票 总 价 374 的 若 于 张 2 耸 邮票 ， 
相当 于 2 分 邮票 总 价 374 的 若 于 张 5 务 有 邮票， 以 及 5 张 
3 分 的 邮票 。 他 用 一 张 钞票 刚好 把 钱 付 清 。 问 他 每 
种 邮票 夹 了 多 少 张 ? 


和 解答 设 这 个 人 买 了 8% 张 1 分 的 邮票 ， 那 么 他 就 
买 」 3374 张 2 分 的 邮票 ，97 716 张 5 分 芍 邮 票 ， 因 为 
9 6 是 整数 ， 故 16 必 定 束 除 ， 从 面 对 某 个 吾 狼 
xx， 我 们 有 4 =16x， 于 是 买 邮 票 的 情况 就 是 : 
16* 张 1 分 的 邮票 ，12 * 张 2 分 的 邮票 ，9 x 张 5 分 的 
邮票 ，5 张 8 分 的 邮 聚 。 假 定 他 用 的 是 一 张 久 元 面 兽 
的 钞票 付 清 邮票 钱 ， 那 么 邮票 价钱 是 . 

16x + 2{12x)+ 5(9x) + 8(5)=100K, 

于 是 
85x + 40=100K, 7x=20K—8 


20 上 —3 3& 一 8 
= 一 -一 一 
li E+ 1# 


后 为 x 与 是 整数 ， 所 以 《3 五 一 8)/17 也 必须 是 避 
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数 。 但 KK 必须 是 1，2，5，10，20,50，100，1000， 

10000 里 面 的 某 一 个 数 @， 能 使 (3X 一 8)/1? 为 整数 

的 K 只 有 KK=1000， 因 上 时 这 个 人 买 了 
18,816 张 1 分 的 邮票 14,112 张 2 分 的 邮票 ; 
10,584 张 5 分 的 邮票 ; 5 张 8 分 的 邮票 。 


， 外 ”这 吉 数 字 是 半 元 的 而 松 一 - 评 者 、， 
: 7f 


二 .十 八 、 球 面 上 的 
地 图 


考虑 球面 上 的 一 幅 地 图 戏 ， 候 定 下 的 每 个 语 点 
处 怕 好 有 三 个 国家 ， 这 些 国 家 的 边界 线 没有 一 条 是 
闭环 {也 谨 是 说 ， 每 条 边界 至 少 包含 两 个 顶点 ) ， 
用 四 种 颜色 4，B，C， 吕 来 着 色 地 图 ， 使 得 几 有 一 
段 公共 边 界 的 国家 都 着 上 不 同 的 颜色 。 地 图 上 的 一 
切 区 域 我 们 都 用 “国家 ”这 个 术语 来 称呼 ， 到 于 哇 
些 真 的 是 国家 ， 哪 些 是 水 域 ， 我 们 不 在 平 。 

如 果 一 个 国家 的 边界 上 的 弧 的 条 数 是 奇 或 偶 ， 
我 们 便 称 这 个 国家 着 奇 或 偶 。 试 证 明 ， 涂 上 两 种 指 
定 的 颜色 ， 比 如 4 色 与 8 色 中 的 一 种 的 奇 国 的 总 数 
一 定 是 偶数 ， 


解答 ”这 个 问题 看 来 蚌 很 国难 的 ， 因 为 即使 我 
们 知道 茶 个 国 篆 涂 的 是 4 双 ， 也 可 在 我 们 发 现 了 它 
是 奇 或 是 偶 之 后 才 知 道 是 否 应 该 把 它 算 在 内。 下 面 
要 介绍 的 巧妙 思想 会 帮 我 们 的 大 忙 。 每 个 项 点 都 含 
于 一 个 小 三 角形 中 ， 如 图 32 所 示 《顶点 v 和 过 v 点 
的 每 段 弧 的 一 小 段 被 抹 去 了 ， 把 自由 端 联结 起 来 构 
成 一 个 三 角形 ) 。 当 然 ， 这 样 需 在 每 个 顶点 外 额外 
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增添 了 一 个 三 角形 国家， 使 我 们 有 了 一 幅 新 地 苹 
型 *。 虽 然 四 种 颜色 中 已 有 三 种 出 现在 处， 但 是 仍 
旧 简 下 了 第 四 种 颜色 供 新 三 角形 涂 用 这样 就 可 以 
按照 郎 国 颜色 不 同 的 汽 则 给 新 三 角形 涂 色 ,还 请 注 
意 ， 在 新 地 图 上 几 ' 中 每 个 项 点 处 仍然 恰好 有 三 个 国 


玉 总 

M+ 的 作用 有 两 个 ， 分 别 说 明 如 下 .新 三 角形 的 

一 条 过 也 是 原 有 的 一 个 国家 的 新 边 ， 这 样 就 把 一 个 
背 国 变 成 了 血 国 ， 锡 国 变 成 了 奇 国 。 于 是 ， 在 芒 点 
v 通 一 个 新 三 角形 时 ， 在 v 处 的 三 种 颜色 的 每 一 种 
的 奇 区 域 数目 变动 了 1 (或 多 1 或 少 1) .因为 新 三 角 
形 本 身 成 了 第 四 种 颜色 的 一 个 奇 国 ， 记 以 对 于 四 种 
颜色 的 每 一 种 ， 否 国 个 数 变动 了 1 ,就 两 个 颜 色 来 
说 ， 它 们 的 寡 国 个 数 葛 总 变化 为 2，0 或 一 2 ， 这 要 
由 每 个 颜色 的 奇 国 数 的 变化 是 增加 还 是 减少 来 次 
定 。 但 是 不 管 怎样 ， 对 任意 两 种 颜色 来 说 总 变化 是 
一 个 偶数 。 央 此 涂 成 4 色 或 3B 色 的 奇 国 ， 新 数 目 与 
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老 数 具有 相同 的 奇偶 性 。 对 所 有 的 顶点 情况 都 是 这 
样 。 轴 此 徊 出 小 /后 ， 涂 A 色 或 8 色 的 奇 区域 的 总 站 
是 奇 是 偶 ， 就 同 开始 时 可 中 的 情况 -- 桩 ， 于 是 我 们 
可 以 通过 研究 地 图 MM' 得 到 想 知 道 的 结果 。 

其 次 ， 通 过 画 出 人 H'， 使 1 的 每 个 国家 周围 揭 
边界 数 翻 了 一 番 ， 因 此 在 W' 中 先前 的 所 有 有 同 家 者 
成 了 偶 国 ， 只 有 新 三 角形 是 奇 国 。 我 们 坦 要 省 明 ， 
M' 中 涂 4 色 或 3 色 的 新 三 角形 的 数目 是 偶数 ， 

实际 上 现在 的 确 用 不 着 画 小 三 角形 了 ， 因 为 它 
们 涂 欧 是 vz 处 不 出 现 的 颜色 ， 所 以 只 消 把 到 的 每 个 
顶点 标 上 那里 没有 的 颜色 就 本 以 了 。 现 在 就 假定 已 
经 这 样 办 了 ， 我 们 要 证 明 标 上 4 色 或 了 3 色 的 顶点 总 
数 是 个 数 ， 

为 此 且 的 ， 我 们 米 研究 把 涂 C 色 与 D 色 的 国家 
陋 开 的 -一段 级 ， 这 各 “分界 绝 ” 西 端的 顶点 不 能 标 
上 C 色 或 D 色 ， 因 为 这 两 种 颜色 就 在 这 两 个 颈 点 处 
(图 33) ， 因 此 分 界 弛 和 的 北 点 必须 用 和 4 或 B 作 色 


= 


图 939 
标 ， 以 代 裘 这样 的 两 个 项 点 ， 另 一 方面 ， 旭 果 有 一 
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个 顶点 笑 对 4 色 或 3 色 。 那 么 C 和 必定 就 属于 此 顶 
点 处 的 国 察 上 涂 的 三 种 颜色 。 这 样 ， 这 种 顶点 处 有 
一 条 边界 必然 是 分 界 弧 ， 于 是 我 们 知道 ， 分 界 弧 的 
两 纲要 么 是 4 要 剑 是 B， 并 且 这 些 分 界 弧 代表 了 色 
标 为 4 或 3 的 全 部 顶点 ， 

我 们 推理 的 最 来 一 步 是 ， 任何 两 条 分 界 弧 都 天 
从 共 映 点 。 这 一 点 可 以 立即 着 以 证 明 ,很 设 两 条 分 
界 弧 在 《比方 说 ) 色 标 为 4 的 项 点 处 和 交 ， 那 么 此 项 
点 处 的 三 个 国家 颜色 一 定 是 8B, C，D。 但 是 颜色 为 
B 与 C 的 两 国 闻 的 过 不 是 分 界 弧 :颜色 为 3 与 D 的 
两 国 间 的 边 也 不 是 分 界 缴 ， 因 此 在 色 标 为 4 的 顶点 
外 不 可 能 有 一 条 以 上 的 边 是 分 界 缴 ， 

这 就 表明 所 有 分 界 弧 是 隔 开 的 。 色 标 为 4 或 站 
的 顶点 总 是 成 对 出 现 ， 从 而 它们 的 总 数 是 偶数 。 
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一 卞 九 、 平 面 上 的 
叫 区 域 


证 明 平 面 上 面积 为 x (或 大 于 x) 的 任何 闭 凸 区 
顽 都 有 了 忠 离 为 2 的 两 个 点 【图 34) 
Pr 三 fe Dy 


图 34 


解答 ”使 用 极 坐 标 ， 令 区 域 在 库 点 与 O 相 切 。 
机 区 域 边界 的 方程 为 7 一 J(0) ， 出 通 当 的 面积 公式 
我 们 有 有 


A= | Ts 一 了 。 “fac0)do 
0 2 了 
nm 天 
-4 flr a fare 
2 


把 第 二 个 积分 中 的 9 痪 成 9+ 仿 ， 它 就 变 成 
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| re ， J ny 
z 到 j 介 + 至)d 人 9 二 至 ) 


] TT/2 
到 
= 二 | (6+ 3 ) d8。 


要 此 面积 就 是 
工 / 2 
A= | (fC0) + F200+ TY de. 


此 处 的 被 积 画 数 就 是 本 题 中 区 域 的 苇 的 平 廊 。 如 果 
没有 两 成 相 虹 为 2 ， 那 么 所 有 的 弦 都 小 于 2 ， 其 平 
方 婚 小 于 4， 于 是 


] T ni 
4<i | 4de= 2 df=7. 
2 .0 0 


让 是 矛盾 ， 所 以 绪论 成 芷 。 

我 们 看 到 ， 阁 无 吃 长 大 于 2 ， 则 面积 不 可 就 充 
于 x 。 因 此 ， 划 困 已 知 画 积 大 于 x ， 我 们 就 可 以 断 
定 一 定 有 束 比 2 长 ， 

这 个 题目 与 组 合 几 何 学 的 现代 论题 的 许多 精采 
针 认 有 关系 。19il 年 赫 尔 曼 : 朋 柯 夫 产 基 (Herm- 
aan Minkowski) 的 一 篇 遗 著 引 起 了 关于 平面 上 
闭 凸 区 域 的 一 连 串 显著 成 果 的 出 现 ， 化 提出 了 下 面 
这 个 至 今 仍 十 分 有 名 的 定理 ; 

如 果 面 积 大 于 4 的 中 心 对 称 气 凸 区 域 的 中 心 在 
所 个 格局 上 ， 邦 么 它 圣 少 还 督 售 另 外 两 个 格 点 ， 
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(中 心 对 称 图 形 是 包含 一 点 O， 钱 0 点 旋转 闭 转 六 

会 和 有 目 吴 重仓 的 图 形 .) 

因为 在 Mathetmatical Gems，Yyol，1，p， 
47 (中 详 本 《数学 瑰宝 》， 第 一 男 ，54 页 ) 已 经 讨 
论 过 这 个 定理 了 ， 这 里 就 不 打算 再 重新 证 明 它 。 不 
了 过， 下 面 这 个 定理 是 我 们 容易 对 和 侍 的 ， 它 属于 悉尼 
大 学 的 约瑟夫 汉 雌 (Joseph Fammery 上 NTT 
1968,p,.157 ,Matnematical Notes), 

如 果 面 积 大 于 x 的 一 个 中 心 对 称 妆 此 区 域 R 的 
中 心 0 在 一 个 烙 点 上 ， 那 就 可 以 把 它 绕 著 中 心 旋转 - 
到 一 个 新 位 置 ， 使 手 它 至 少 和 包含 另外 两 个 新 格 点 ， 


证 明 因为 0 是 R 的 中 心 ， 故 它 平分 的 通过 
它 的 一 切 纺 , 因此， 如 果 有 一 条 >>2 的 驼 48 通过 
O， 那 么 ， 此 弦 在 0 的 两 售 至 少 可 延伸 1 单位 ， 并 且 
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图 线 O 岩 转 后 ， 此 弦 就 会 达到 一 个 新 位 置 ， 通 过 过 
0 的 一 条 格子 线 上 的 两 个 相 邻 的 格 点 (C 与 D 或 EE 与 
fF) (图 35) 

由 于 呈 的 面积 沁 x，R 的 某 条 弦 48 必 然 大 于 2， 
如 果 48B 通过 中， 那么 结论 成 立 ， 如 时 48 不 通过 
0O， 那 么 O 库 一 端 或 另 一 端 , 比如 4， 芷 至 比 48B/2 还 
生 。 因 为 叉 是 中 心 对 称 图 形 ， 这 时 : 苞 A40A' 比 48 还 

长 .证 毕 ， 

才 完 全 相同 的 思路 可 以 建立 汉 职 文章 中 的 第 二 
个 年 理 ， 

如 采 硬 积 大 于 了 的 闭 凸 区 域 R 绕 铸 区 域 的 任意 
一 点 P 旋 苇 ， 圭 么 在 某 个 位 置 上 它 怪 少 含有 一 个 格 
点 。 


证 明 如果 对 BR 施 以 儿 何 膨胀 变换 P(w/ 王 )( 即 
直 心 为 P， 膨 胀 系 数 为 /了 王 的 变换 )， 则 它 的 线性 尺 
您 增加/ 斑 伴 ， 面 积 增 加 2 倍 ， 因 为 新 面积 会 超过 
fr， 所以 新 区 域 包含 一 条 >>2 的 蕊 ， 这 就 是 说 RR 中 相 
应 的 弦 43 的 长 度 >2/w/ 互 = 以 本 。 利 前 一 定理 的 
情况 一 样 ， 要 么 了 点 是 芝 4B 的 中 点 ， 要 么 它 蝗 
4，B 中 的 一 由 的 距离 比 43/2 还 大 。 天 : 容 那 种 铺 
况 ，PL4 焉 pB 总 有 一 个 ， 比 如 PA 标注 3/2 大 。 
担 是 平面 上 每 个 点 离 某 一 相 点 充 其 重 让/2 那 么 通 
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【一 个 方 格 的 中 心志 距 四 个 格 点 陆 点 怡 为 V2 1/2) 
( 医 36)。 因 此 经 忆 点 旋转 战 使 射线 P4 通 过 再 P 最 近 
的 都 个 梳 感 ， 

明 柯 夫 斯 基 定 理 与 汉 默 第 一 定理 中 的 区 域 都 要 
求 中 心 对 称 。 中 心 对 称 图 形 的 对 称 中 心 和 重心 是 重 


必 PE 
| , 
上 | 
; " 
! 重 和 
市 
1 时 
I | 
} 2 
| J 
0 wn 
、 
-| 
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CC 一 
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合 的 。 可 以 完全 等 价 地 用 重心 位 于 恪 点 的 区 域 来 陈 
述 上 看 的 定理 。 要 是 去 擦 中心 对 称 这 个 条 性， 这 些 
定理 便 水 丕 成 立 ， 然 而 使 我 们 感到 惊异 的 是 ， 把 面 
积 条 件 增 加 一 个 因子 1/8， 定 理 双 可 以 成 并 了 : 

过 心 在 格 点 、 面 积 > 秆 的 闭 凸 区 域 笃 少 另外 还 
含有 两 个 格 点 (EE。 Ehrhart, (1 

重心 在 格 点 ， 面 积 >9xy78 的 闭 凸 区 域 可 以 经 重 
心 旋 转 革 鞭 一 位 置 ， 使 得 它 至 少 再 会 两 个 格 所 《此 
定理 属于 流 默 ， 锡 二 面 提 到 的 和 AMM，1968 中 的 充 
章 )， 
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请 读者 欣 半 一 下 毁 汶 02] 吧 ， 
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求 下 列 方 程 组 的 亚 整 数 解 : 
ai 一 3 一 2 一 3050c， 


a:—? (hb+ce), 


解答 ”因为 368 是 正 的 ， 所 以 a 必定 比 8,，c” 

还 大 ， 于 是 有 

pa ,co, 
相 吉 得 98+e< 过 29 ， 衣 2C(8+0) < 如。 从 第 二 个 方 
程 便 得 

gd， 9< 芝 4， 
但 第 二 个 方程 还 告诉 我 们 ，5 是 一 个 个 涩 ,这样 一 来 
a 就 只 能 是 2， 而 比 它 更 小 的 和 c 只 能 是 1 了 。 


a2 


三 十 一 、 反 射 切线 


4， 吾 是 直线 六 同人 钳 的 两 个 网 . 求 作 4 的 一 条 切 
失 ， 使 其 从 站 反射 后 也 与 了 3 相 切 ( 国 37) 


37 
和 解答。 加 图 38， 把 8 映射 到 m 的 另 一 侧 得 到 像 


B ,A 和 8B’ 的 公 切 线 就 会 维 我 们 提供 四 个 可 能 殉 解 
答 (8' 的 切线 映射 到 m 的 另 一 笠 便 成 了 B 的 切线 》. 
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三 十 二 、 拆 得 平 净利 落 
的 方 格 棋 盘 


如果 从 普通 8x 8 格子 棋盘 上 把 全 部 黑 方 格 拆 
除 ， 模 盘 上 就 连 一 个 2 xl1 的 多 米 诺 肯 牌 也 放 不 下 
了 。 人 恒基 不 管 把 邵 个 墨 方 格 安 还 原 ， 棋 盘 上 就 放 得 
下 多 米 庶 骨牌 了 。 用 这 种 拆 法 去 看 野 方 格 后 的 横 盘 
算是 拆 得 干净 利落 。 

其 实 要 拆 导 模 盘 不 必 非 把 全部 黑 和 格子 【 或 全 部 
白 格子 ) 拆 趟 不 可 ， 内 消 把 黑白 方 格 作 不 同 配 合 就 
行 了 ，32 张 密 米 诺 上 骨牌 显然 排 满 了 整个 柑 盘 (图 
39 ) ， 只 要 这 32 列 相 邻 方 格 的 每 一 对 格子 不 拆散 ， 


图 六 
棋盘 职能 够 放 得 下 客 米 诺 骨 牌 。 因 此 要 使 柑 浴 无 
二 


用 ， 至 少 必须 去 掉 32 个 方略 。 

男 一 方面 ， 可 以 看 出 ， 要 把 供 失 拆 得 于 兆 利 落 
梧 以 去 探 不止 32 个 方 格 ， 不 消 说 有 许多 整 志 训 鼎 去 
掉 的 作法 会 把 模 盘 筑 坏 ， 关 键 在 于 把 任何 一 个 去 大 
葛 方 格 还 原 后 ， 左 盘 职 可 以 放 一 个 多 举 放 骨牌。 村 
照顾 芭 这 个 颇 为 敬 刻 的 限制 笨 件 ， 能 名 取消 的 方 格 
的 最 大 数 具 大 得 惊人 。 试 求 出 这 及 大 个 数 ， 


解答 。 终 46 中 的 模 盘 内 有 一 些 画 上 阴影 钱 的 方 


格 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 拆 得 于 净利 落 的 棋 沦 只 能 保 
留 16 个 方 模 。 我 们 要 指出 ， 少 于 16 个 方 格 就 不 行 
了 ， 为 此 我 们 证 明 ， 具 要 一 次 去 挤 的 方 格 烙 超 过 
48， 斌 至少 会 有 这样 一 个 方 咨 ( 记 为 了 X)， 使 得 把 它 
放 还 棋盘 后 ， 并 不 能 恢复 棋 芭 安放 一 个 多米 证 上 峭 牌 
风能 为。 


86 


到 是 在 每 个 174 抉 拣 盘 上 保留 雪 达 4 个 的 方 格 ， 
那么 总 共 至 少 可 留 下 16 个 方 社 。 在 不 足 16 个 方 格 的 
棋盘 上 必定 有 某 个 1/4 , 比方 说 左上 角 的 1/4 保 留 的 
方 烙 个 数 不 起 过 3 ,因此 ,这 由 分 之 一 抠 盘 上 的 某 174 
块 必 定 早已 被 拆 走 .这 四 分 之 一 棋盘 上 的 空 着 的 四 
分 之 一 可 能 有 44， 了 3，C， 呈 四 种 位 置 ， 我 们 现在 依 
次 来 考察 一 番 ( 图 41)， 

C4} 如果 空 着 的 四 分 之 一 是 4， 那 么 就 把 拐角 
处 的 方 格 全 放 还 原 ， 扔 旧 椒 能 使 棋盘 容纳 一 块 多 米 
诺 骨 牌 (图 42) 


图 林 图 4  ， 
() 想 定 B 这 一 块 中 诗 E,， FF，G,， 吾 条 个 -方略 
都 划 去 了 ,并 且 召 周 图 的 方 樟 已 经 照 图 43 那 样 标 上 
了 记号 。 那 么 ， 除 非 保留 方 格 P, “否则 即使 把 如 放 
还 原 ， 棋 盘 也 对 法 容纳 一 决 多 米 讲 骨 上 牌 ， 我 们 找寻 
术 起 作用 的 的 工作 重量 告 缚 全 , 因此 假定 了 是 保 
究 下 来 了 的 。 这 样 ， 要 拆 段 棋盘， 相 孝 的 方 格 怠 早 


吕 7 


就 必须 抹 摔 。 

PF 周 围 是 空 方 客 0，F，G. 这 等 于 说 要 从 
保留 凡 ， 要 人 么 三 了 ， 找 寻 工 作 结 束 。 假设 保 留 ， 
那么 相 轨 的 S 量 该 乓 挤 、。 考 察 一 下 G， 我 们 找到 无 
将 的 区 =G， 除 非 保留 了， 页 这 样 就 要 求 必 须 抹 掉 
U0。 总 之 ， 要 妈 我 们 找到 了 合适 的 站 ， 要 勾 得 出 消 
UU 的 结论 ， 面 这 又 意 昧 着 与 是 相 邻 的 三 个 方 裕 都 不 
在 了 ， 因 此 六 竺 吾 。 从 而 无 论 霸 样 孝 找 得 出 所 

碍 同 药 另 一 个 四 分 之 一 ， 即 刀 ， 可 以 完全 一 样 
地 塘 决 ， 

(c) 剩 下 米 该 考察 的 只 有 在 位 置 C 的 空白 抉 
了 ， 把 图 树 的 标记 增 邦 ， 如 图 妈 所 示 。C 部 分 含有 
下，5S， 厂 ， 下 四 全 方 格 。 

先 来 看 一 看 尺 。 因 为 Y、8 已 抹 挤 ， 故 下、 了 中 
必须 保留 一 人 个， 不然 承 有 艺 三 员 ， 由 于 癌 与 了 对 CC 的 
位 置 关系 相 回 ， 两 种 情 襄 是 一 样 的 。 为 确定 起 网 ， 


亲民 


钱 冯 , | 
假设 保留 的 是 了。 于 是 我 们 可 以 像 上 面 围绕 那样 
地 围绕 C 进行 研究 ， 发 现 一 个 无 效 方 格 六 (V， 画 
或 5) 或 者 发 现 必 须 保 留 了 ，y，M，G， 抹 掩 Z， 
K ，N ，F， 因 此 我 们 要 么 得 到 X， 要 么 必须 在 模 
盘 左 上 方 的 四 分 之 一 保留 方 格 了 与 GS。 但 是 请 大 家 
回忆 一 下 ， 在 这 四 分 之 一 棋盘 革 总 共 至 多 保留 了 三 
个 方 格 。 

如 果 有 两 个 是 了 与 GO， 那么 至 多 具 能 再 有 一 个 
方 格 保留 在 棋盘 的 这 四 分 之 一 雹 上 ,- 

如 果 外 角 O 也 留 下 来 了 ， 那 就 必须 抹 掉 B， 书 ， 
再 ， 王 ， 因 此 无 二 也 。 如 果 不 保留 0， 可 以 完成 推理 
如 下 ， 若 保留 P， 旭 -了 王 T。 于 是 设 ? 被 抹 掉 ， 因 为 
保留 了 Y， 故 必须 抹 去 8 . 要 是 E 也 被 抹 挤 了 ， 便 得 
和 =P (因为 O 已 不 在 )。 如 果 E 保 留 了 下 来 ， 就 有 了 
二 个 留 下 的 方 格 了 ，G，B， 因 此 X= 了， 
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三 十 三 、 雪 球 


有 个 男 该 堆 了 丙 个 者 球 ， 一 个 的 直径 比 另 一 
个 的 大 一 倍 。 他 把 雪 球 带 进 肯 和 的 房间 ， 让 化 们 柄 
化 。 下 于 当 球 具有 表面 接触 上 暧 空 气 ， 所 以 假定 融化 
速率 与 表面 积 成 比例 ， 当 大 雪 球 体积 的 一 半 化 掉 
了 时， 问 小 雪 球 还 剩 多 少 ? 


解答 我 们 先 说 明 ， 当 假设 雪 球 以 正比 和合 了 于 表 
同 帮 网 膛 训 圳 化 时 ， 可 以 推出 下 述 重 要 妊 果 :， 不 论 
雪 球 火 小 关 何 ， 兴 和 芷 变 小 的 速率 是 外 常数。 作为 一 
项 从 论 ， 知 道 丁 个 兴 径 缩小 祖 同 的 量 。 

球 的 体积 与 表面 积分 别 是 让 =4rr fj3 与 3 一 
4Fr 。 用 /代表 上 时间， 酸化 速率 为 


因 与 3S= 4xr 成 正比 ， 莽 


dr 
dt 


忒 中 8 为 比例 常数 ， 出 足 得 
dr 


—— .=k, 


dt . 
证 明了 前 面 的 论断 。 
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Anr: 


Ri(tnr’) 


设 融 化 前 的 半 谷 为 2r 与 *， 则 大 雪 球 的 体积 是 


= S27) “一 有 


融化 了 一 半 以 后 体积 变 成 


18 
Tr $Y Fr) 3, 


这 下 未 半径 碾子 必 村 r ， 因 此 两 个 雪 球 半径 各 缩短 
了 (2 一 YT)r， 于 是 ， 小 当 球 剩 下 的 半径 长 为 
(2 Fr TD, 
从 而 小 雪 奸 还 镜 下 
人 
这 几乎 是 原 体 积 的 175， 因 为 ( 本 一 1)7 sx0.2027。 


nr (7 4 一 1 


?Ff. 


三 十 四 、 从 1 
有 210 亿 , 


把 1 到 1I 亿 全 部 写 出 来 ， 所 用 的 数码 之 和 是 多 少 ， 


解答 把 0 算 上 ,我 们 共有 5 亿 对 数 偶 ， 
CO 9909090999), 【15 999999998), 
(2} 999999997), + 
(499998998; 500000001), 
-= (499999999; 500000000), 
其 让， 每 一 对 数 偶 的 数码 之 和 是 9"9 =81。 把 略 去 
未 算 的 《1 000000000) 中 的 ! 算 入 和 了 内， 于 是 所 


求 的 和 为 
500000000 (81) +1=40500000001, 
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三 十 五 、 邻 接 非 交 赤 
单位 正方 形 


把 平面 上 的 单位 正方 形 3 的 位 置 固定 好 . 试问 ， 
散 近 3 与 3 接触 但 不 交 伙 的 非 交 准 单 位 正方 形 的 个 
狐 ， 最 多 有 多 少 ? (图 45) 


解答 3 x 3 方 格 棋盘 上 有 8 个 相 邻 接 的 正方 
形 ， 看 来 这 肯定 是 把 正方 形 排 得 最 紧凑 的 排 法 (图 
46) ， 长 时 间 都 觉得 是 这 么 一 回 事 ， 但 总 是 证 用 不 
出 来 ， 有 一 天 我 浏览 美国 数学 月 刊 1939 着 时 突然 
发 现 1,W.,T 扬 (Young) 的 精采 证 明 , 使 我 惊喜 
欲 狂 。 


2 了 


从 名 好 中 容易 团 出 
(i) 两 个 寿 奖 瓯 淮 位 正方 形 中 心 赔 风光 而 
(ii) 两 个 粗 邻 接 的 单位 正 方形 的 中 心虚 离 不 
大 于 v 了， 
(i) (ii) 
《至 沙 有 一 个 接 甬 点 R》 


PV>1, WR 


PQSPRIRQ<Y 2 一 wy 七 


政 PR 1 人 2 是 对 角 线 的 一 半 长 } 
图 好 


$4 


设 国 是 的 正方 形 $ 的 中 心 是 中 ， 用 4、3 表 示 与 
全 邻接 的 茶 两 个 正方 形 的 中 心 (图 F8) , 令 OA=x， 
OB=y,AB=+, 


如 
1 
1 人 ~ 
心 
48 
根据 上 面 (1) ， (iiy 两 条 性 项 知道 
% My l=1) My yw 2 ， 


中 心 为 4，B 的 正方 形 之 间 可 能 会 有 空 附 ， 因 此 坷 
能 会 >w 廊 。 自 于 没有 任何 正方 形 相 交 生 ， 我 们 的 
确 有 t 宇 1， 

要 是 O，A4AB 《就 设 它们 按 此 顺序 )》 共 线 ， 那 
么 O08 二 y 至 少 必须 为 2， 这 就 超过 了 其 上 限 v 六 。 
因此 ，O.4，08 是 从 口 发 出 的 不 同 两 条 线 { 图 48) . 
于 是 ， 把 0 与 所 有 和 3 邻接 的 正方 形 的 中 心 联接 起 
来 就 形成 一 把 扁 ， 扁 嘱 是 过 吕 的 不 司 的 线 ， 每 个 正 
方形 月 一 根 。 
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现在 假定 OA 和 0 〇 B 是 扇 图 中 的 相 铝 两 条 { 服 ) 
线 ， 并 用 9 恬 示 它们 在 O 〇 点 处 的 夹 角 . (图 418) ; 在 入 
OAB 中 利用 祭 茧 全 律 得 
fi—x ty:—2x ycosh, 
由 此 得 
x yt 


XY 


co ， 


办 为 {二 1 ， 所 以 


我 们 用 大 xx，Y) 表示 上 式 的 右 问 . 前 面 已 经 提 过 ， 
] 过 *，y sw 因此 万 x，y) 是正 的 . 我 们 接着 
楼 证明， 对 于 所 考虑 的 * 和 yy， 大 3》 次 不 大 于 
3/4。 

读者 如 果 不 熟悉 偏 导 数 ， 可 以 读 附 录 中 的 详细 
初等 指导。 我们 有 


六 一 24Y(2X) 一 (和 于 y — 1) (2y) 
1 (aX YY 


2) (wy D1 
DX YY 2X yy 


和 何 样 还 有 


f _ 一世 Ty 二 1 

" Oxy “ 
当 1 sz，yAsw TI 时， 显然 刀 与 矿 都 是 非 负 的 ， 国 
此 当 Y 与 ?六 大 时 1 的 值 不 诚 小 ， 这 意 胀 着 大 w 2 


外 


v2) 是 所 考 虚 的 所 有 f(x,y) 中 的 最 大 值 ， 换 各 
话说 克 是 
因此 ， 避 4 与 08 的 夹 角 0 满 足 


" 3 
COs 


际 在 去 知 道 c0540 一 自 .76804…。 因 渤 
cosg< cosd0r,. 
这 说 明 9 访 40”; 由 此 可 知 ， 从 口 点 射出 到 达 相 部 接 
的 正方 形 中 心 的 射线 ， 扫 完 360"， 还 用 不 完 个 这 
种 角 9，6 之 46", 因 地 ， 相 邻接 的 正方 形 最 多 8 个 ， 
时 什 秘 大 学 的 DT 纽曼 (Newman) 和 和 W: 上 ， 
外 斯 下 隆 (WWeissbluam) 在 美国 数学 月 刊 (1962 
年 ，808 页 ) .上 提 过 一 个 类似 的 但 浅 得 多 的 间 题 ， 
平面 上 有 六 个 闭 珈 ， 任 和 何 一 个 都 不 包含 基 它 面 
章 贸 心 、 试 证 明 这 些 芽 巴豆 能 尖 公 共 点 ， 


解答 ”假设 有 一 个 点 0 是 这 些 图 的 公共 点 ， 把 
点 0 与 六 个 图 心 联接 , 在 0 处 形成 一 个 肩 形 线束 .如 
果 有 两 个 中 心 4.B 在 过 O 的 同一 射线 上 ， 那 么 由 于 
这 两 个 回 都 包含 DO， 显然 其 中 一 个 图 包含 另 一 个 
车 的 问心 ( 予 岳 ! ) 。 因 此 ， 在 启 形 线束 中 含有 6 
条 不 同 的 线 (图 49》。 / 
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a 
令 4 与 8 吉 示 这 样 的 两 个 中 心 , 它们 使 得 D4 

OB 在 扇形 线束 中 相 邻 . 用 r 才 示 图 心 为 4 的 贺 中 
较 大 的 兰 色 (车 两 圆 相 等 ， 就 表示 共通 入) .出 于 
任何 圆 不 得 包含 其 它 圆 的 圆心 ， 放 .4B 必定 大 于 7 
但 是 以 4、B 为 圆心 的 两 个 圆 都 包含 O，0O.A4 与 0B 
都 不 可 能 大 于 r .于 是 在 入 O48B 中 ，.4B 肯 定 是 最 长 
边 ， 并 且 人 AOB 大 于 其 余 两 个 角 ， 因 而 

AOB>60", 
这 山 意 味 着 6 条 线形 成 的 扇 包 含 了 出 6(60) 一 360 度 
还 大 的 角 ， 而 这 是 不 可 能 前 ， 


附录 总数 z 王 1x 3 一 (和 十 2 一 1 7 
[2xyY) 的 图 像 是 一 张 曲面 (图 50) 。 我 们 感 兴趣 的 
只 站 %y 平 面 上 下 方形 ] 丢 X，Y 过 V2 下 上方 的 侣 
这 一 部 分 ， 

邻 太 (a 目 ) 表 示 正 方形 内 任意 一 点 ，P(la，b， 
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图 50 


多) 表示 下 的 正 上 方 全 上 的 相应 点 、 者 处 正方 形 中 荔 
玉 的 纵 坐 标 相 同 的 那些 点 奸 成 的 直线 工 , 这 下 者 丰 
于 xV 笠 面 的 平面 7 与 瑟 突 于 一 条 曲线 已 。 由 于 已 的 
全 部 点 都 在 个 上 ， 圳 点 的 华 标 之 间 有 下 列 关 承 ， 


3 十 3 一 
2xY 


但 各 们 文部 在 平面 上 ， 了 天 者 有 w=, 园 此 对 于 关 
线 人 ,我 们 择 到 


+ 1 
2xb “ 


这 龙 单 灾 量 x 的 范 长 ， 曲 绕 忆 在 点 的 切 线 PT 的 科 
率 就 是 9 和 2 在 P 点 的 值 ， 化 兽 后 得 


¥ 


2 


dx __ Xx*—b +1 


dx hx 
因为 x 主 ]】， 玻 %? 十 1 六 名， 名 因为 bw 2 六 六 
人 分子 


Xa -六 十 IT 关 9， 因为 分 条 下 正 数 ， 疡 以 曲 贼 人 在 每 
点 的 切线 弟 科 都 是 非 负 的 . 这 就 是 说 ， 在 洪 着 章 线 
C 往 x 增 大 的 方向 榜 动 时 ，z 的 值 不 会 减 小 ， 因 此 上 
的 育 瑟 用 在 如 上 对 并 了 一 点 ， 这 上 长 离 %Y 于 面 的 踢 
离 与 和正 上 方 的 GG 上任 一 点 离 x》 平 面 的 距离 至 少 是 

将 直线 工 与 平 面 工 平行 于 y 轴 移动 ， 类似 地 样 
到 一 条 曲线 C'。 由 T 式 表示 


_a 十 9 -1 
20Y 


证 


对 CC 上 的 点 有 


对 所 考虑 的 y 与 6， 上 式 也 是 非 秃 的 因此， 保 特 
X 不 变 而 让 ?增加 ， 这 样 在 万 上 葛 动 时 ， 距 下 面 的 区 
y 和 平面 至 消 有 是 同样 远 人 《【 即 yy 增加 灶 ，x 的 值 不 减 ) . 
由 此 得 出 结论 ， 从 正方 形 内 仁 总 一 点 六 《ay，pD) 出 
发 ， 注 着 工 到 及， 然后 洪 正 方形 的 这 到 NNN， 那么 ， 
入 上 应 的 G 上 的 点 电 距 XxX 平面 最 远 《Xx 值 复 大) ， 因 
此 ， 坐 标 为 【ww 了 1 的 点 (xy 2 就 是 本 题 
中 正方 形 内 使 Hx、》) 取 最 大 值 的 (%，》), 这 个 最 
大 值 丐 


2 十 34 一 1 
de Zr 2 


3. 
4" 


i00 


令 f， 了 ，c，d 为 整数 ，o 丰 0, 证明， 内 要 je 一 
ad 尖 0， 方 程 
qxy 十 2x 十 cy 十 dt 
只 有 有 限 多 个 整数 解 (x，y), 


解答 原 方 程 匀 ce 得 
2 和 7 十 65x 十 acy Tad 
即 
(cx 十 cqy 十 下 一 pe 一 4 
这 表明 tax 十 中 和 和 (ay 十 人 都 是 bc 一 24d 的 因子 ,因为 
bc 一 qd 去 0， 它 只 有 有 限 多 个 因子 ， 鼓 ax 十 c 与 ay 
+b 只 能 有 有 限 个 可 能 值 ，x 与 y 也 如 此 ， 
我 们 姑 道 ，axy 十 Bx 十 cy 十 4 一 0 的 图 是 一 条 
双 上 曲线, 如 果 bc 一 24= 二 0， 则 方程 化 为 
(axt+c) {ay +b)=0, 
双 描 线 退 化 成 一 对 平行 于 坐标 轴 的 直线 . 屎 然 ， 方 
程 的 整数 解 对 应 于 图 上 的 烙 点 ， 因 此 有 即 合 Be 一 cd 
站 


一， 方程 也 只 有 有 梁 多 个 整 数 解 ， 际 非 男 外 a 还 
弱 队 Cc 或 b， 这 时 退化 曲线 的 一 条 直线 与 (平行 于 举 
标 轴 的 ) 格子 线 重 合 ， 
下 男 介 绍 的 简捷 解法 是 我 的 同事 蔓 罗 焦 ， 犹 开 
CLeroy Dickey) 指出 的 , xy 十 bx 十 cy 中 d=00 
扩 肥 大 的 骏 上 曲线 正好 有 平行 于 柑 标 轴 的 两 条 涪 近 
线 ， 可 以 君 出 事实 的 确 如 此 ， 因 为 平移 变换 
Xa 一 ,y= 一 上 
把 方程 私 成 


(ae 
G 具 了 十 3 天 加 中 荐 常数 ， 

从 用 得 到 < 了 一 常数 ， 这 是 双 曲 线 前 标 准 方程， 其 
浙 近 线 定 众 标 加 。 因 此 ， 澳 着 双 则 湛 癌 其 洒 近 线 靠 
氟 ， 会 出 现 这 标 一 个 时 刻 ， 其 时 双 曲 线 最 后 一 次 与 
一 条 撞 态 线 相交 ， 此 后 ， 训 一 直 处 在 一 对 相 邻 的 格 
把 绳 形 成 的 通道 里 。 即 使 渐 近 线 与 一 条 格 点 线 征 
合 ， 和 情况 也 如 紫 ， 因 为 双 曲 线 与 其 浙 近 钱 不 相交 ， 


和 渐 二 线 闪 台 梧 点 的 通道 
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一 旦 进入 这 种 通道 里 ， 上 曲名 的 无 限 长 的 尾 区 再 也 磁 
不 到 格 点 了 (图 51) ， 因 此 被 双 曲 线 磁 着 的 格 点 都 
在 平面 的 有 限 部 分 内 ， 从 而 个 数 也 有 限 
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三 十 七 、 斐 波 事 契 


数列 
日 然 数 的 数列 
(fst :; 1, 1, 2, 3. 5, 8, 13, 
Dl, ds HBs re ， 


车 中 天王 人 二 1， 二 十 fs (和 当 12 时)》， 
叫 欧 波 邓 万 (Fibonacci) 数列 ， 这 是 数学 中 尽 人 
丝 知 的 数 询 之 一 ， 丨 的 , 它 的 特点 , 它 的 推 泪 多 极 
了 ， 所 只 有 一 本 吓人 斐 波 那 契 季刊 》 的 杂志 ， 专 门 
刊登 研究 斐 波 那 契 数列 药 文章 和 有 关内 容 ， 

我 们 现在 的 问题 只 是 想 知 道 ， 不 超过 已 轩 自 然 
数 N 的 磊 波 那 执 数列 的 项 有 多 少 ? 


和 解答 一 百 多 年 前 驶 已 经 知道 斐 波 那 契 数列 的 
第 ?项 是 


(这 个 公式 的 简捷 证 明 ， 请 参看 Ross Honsber- 
ge": Mathematical Gems, voil . 1, 了 olci- 


ni Mathematical Expositions, Mathem- 
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atical Associatian of America, pp.171— 


172.) 5 的 等 于 2.2， 


党 (一 ls) 之 值 < 廊 ， 由 于 


1 5 和 
方 ( 
又 所 为 整数 ， 和 由 表示 的 公式 知道 ， 必定 是 最 换 
这 


Ls 


GT 


3 5 
的 那个 自然 数 。 因 此 决 不 会 有 


] 二 1 
六 六 = 十 元. 
所 以 对 斐 波 那 契 数 妃 <N,. 必然 有 
人 (5 vsy <N+ 1 


。 轩 有 中 译本 ， 江 周 未 ，《 数 学 孩 盘 y， 第 ~ 部 ， 由 川 教育 旦 也 
社 一 评 者 
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{以免 景 近 的 整数 f 超 过 和) ， 反之， 容易 看 出 ， 
如 果 
1 /flv SNH ] 
了 (2 人 <NT+ 可 
则 最 近 前 整数 必然 过 人 因此 ,了 革 拓 六 的 充 要 条 性 
在 


二) <N 二 本 


(<N+ yy 了 
loe( LHS) 

<log { (N+ 3) 5 ， 
,oe le {N+ i 六 


log 人 (3 人 


很 容易 看 出 ， 上 不 右 庙 的 对 数 比 得 正 不 是 束 
数 ， 否 则 ， 训 果 


bsf(w+ 和 va) 


-一 一 一 — 


log( Ft 5 下 5) z 


log (N+ 3) 3} = Re*]og 人 全 


1U6 


一 (整数) ， 


剂 


-los(34Y3) 


从 证 : 
z 记 C) + 1 


与 前 面 的 结果 矛盾 
因为 4 是 整数 ， 所 以 与 # 的 景 大 许可 值 对 应 的 
< 的 最 大 些 波 那 桨 数 是 


的 那 一 项 ， 这 里 [x2 表示 不 超过 x 的 最 大 整数， 
由 于 斐 波 那 契 数列 的 最 初 画 项 是 一 样 的 ， 所 以 不 同 
的 斐 波 那 契 数 的 个 数 比 ? 少 1 。 

现在 来 考虑 这 样 的 问题 ， 算 出 在 1，2，3， 
“…，# 中 不 得 选 相 邻 二 数 的 选 法 个 数 ( 空 集 三 一 不 
选 世 算 一 个 选 法 ) ， 

用 -表示 1，2s，3，… 8 一 工人 小数 中 的 
选 法 个 数 . 考 虑 1，2，3，' 愉 ，? 的 ao 个 选 法 ,每 
一 个 这 种 选 法 或 者 含 H， 或 者 不 含 n。 若 不 食 壤 
那 就 是 1，2，3，…， ?一 工 的 gel 个 选 法 之 
一 ; 车 合 f# 就 必须 以 开 # 一 1 ( 酒 为 # 一 1 与 x 相 
叙 】， 这 意味 着 这 个 选 法 的 剩余 部 分 是 1]，2， 
3，…，H 一 2 的 sa-: 个 选 法 之 一 ， 当然 有 再 能 这 
个 远 法 具 合 有 n， 这 相当 于 在 1，2，3,， ;1 一 
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2 中 不 选 【 所 以 要 把 空 集 计算 在 内 .村 是 总 计 省 
pt 

司 为 很 容易 算出 zs; 一 2 ， ss 二 8， 有 以 数列 4a} 

是 2，3， 5， 8 Gu 一 六， ( 非 波 那 契 数 
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三 十 八 、 厄 尔 迪 什 
不 等 式 


设 ON 是 以 口 为 圆心 的 贺 内 的 一 条 半 和 名， 它 午 


宵 于 哉 4B， 并 与 4B 交 于 了 下，B 为 优 扯 4 方 上 不 与 
N 正 对 的 任意 一 个 点 ， 了 1 与 PN 分 别 确定 出 加 上 
的 点 0 与 弦 4B8 上 的 点 R (图 52) , 试 证 明 &N 恒 大 于 
MQ ( 令 人 惊异 的 是 ， 快 速 猜测 时 许多 人 把 MO 当 
成 长 的 了 ) 。 


解答 一 { 保 尔 * 厄 尔 迪 什 ) 令 PN 关 于 直 逢 和 
ON’ 的 反射 对 称 为 P'N (图 53) 。 因 为 4B 竺 直 于 
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ON， 所 以 这 个 反 山 把 R 变 成 了 PN 量 AB 的 到 凡 
下: ， 因 过 下 RN 一 六 ， 
下 PP 王 4 晤 都 悉 直 于 这 种 NON ， 所 以 它们 
互相 平行 ， 有 从 而 得 到 两 个 襄 应 的 等 和 六 六 新 
NP'P ,又 因 辐 弧 甩 圭 辐 同 角 和 等 ， 好 A 人 NP’'P= 
ANOP， 旋 人 NR' 必 = ANOM， 这 天 职 团 点 OQ,N， 
M，R/ 关 辐 ， 

蒜 RR 在 这 个 圆 的 图 周 上 【型 点 处 ) 对 主 一 个 
直角 ， 轩 此 它 是 直 径 。 然 而 ， 可 以 姥 出 ， 驴 下 所 
对 的 圆周 角 即 NCO 不 十 直角 ( 因 NNN’' 是 已 知 贺 
的 直径 ， 故 人 NOQON' 是 直角 ， 这 表明 在 和 人 QNN' 中 


ZONAN' 不 是 直 前 ) 。 因 此 弦 QM 小 于 盘 答 入 可 
tN , 


下 


和 解答 二 【安大略 省 斯 卡 过 罗 的 彼得 ， 训 里 豆 
(Peter Crippen} ?了 

令 x、23 分 别 圳 示 忆 PP 和 LPMR {图 54) ， 那 
未 图 心 角 VON 为 2%， 等 腻 三 角形 OON 的 每 个 压 角 
为 90 一 %， 图 中 其 余 的 角 容 易 章 出 ， 如 图 所 示 ， 


把 正 弥 定律 用 于 信用 CN 得 
ov _ MN 
sin(90°—x) Singx 十 y)。 
用 于 入 人 NER 轩 有 
MN _ RN 


Sintx+») . sing0”" 
后 此 
cy _EN 
sin(90° 一 交 ] 1 
由 于 sin(90” 一 x 之 ] ， 故 得 G 芝 RN 
纽约 市 很 有 前 途 的 高 中 学 生 马 克 ' 克 芋 曼 在 
Math, Mag.D, 49 (1976) ，217- 一 218 页 上 发 表 


了 一 个 很 精采 的 解答 。 


D 数 学 杂志 一 一 评 者 注 ， 


RIF 


三 十 九 、 分 格 点 


联结 4(p，0) 与 BCO0，p) 的 线段 通过 2p 一 1] 
个 僵 点 Cl 2 一 1)， (2, 办 一 2) 
(一 1， 1 ) ,从 这 些 点 到 原点 0 的 上 一 1 条 直线 
把 六 O 〇 4B 分 成 p 个 小 二 角形 , 靠 外 过 的 两 个 小 三 角 
瑚 出 于 都 有 一 条 边 是 举 标 加 ， 显 然 它们 的 内 部 不 包 
售 平 面 上 的 格 点 ， 如果 是 素 数 ， 闭 么 ， 从 原点 夯 
出 的 这 些 分 割 线段 没有 一 条 包含 格 点 (图 55) . 试 
证 明 ， 当 了 为 妇 数 时 ，A 和 OAB 内 的 全 部 指点 部 在 
y 
RE 位 以 ， 
tl 


邮 记 一 了 


r=-】] 
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了 一 2 个 内 侧 小 三 角形 的 内 部 ， 并 且 每 个 内 部 小 三 
龟 形 及 会 格 点 一 样 多 ， 


”解答 令 C(a, 辣 天 示 A 和 OQ.A4B 内 的 一 个 烙 点 ， 
直线 OC 的 斜率 就 是 /a ， 如 果 C 在 一 条 分 割 线 上 ， 
比如 在 联结 点 品 与 (i，b 一 站 (1 过 i1 坟 bp 一 1 ) 的 直线 
上 , 那 末 OC 的 市 率 灵 会 是 (9 一 1 /i, 因此 b/o= (3 
一 2 三 ,出 于 fb 有 六 为 素数 ， 故 三 加 一 : 瑟 素 . 然而 
C 比 (1， 省 一 站 更 莫 近 0， 所 以 a 与 5 分 别 小 于 i 与 
p 一 ?， 于 是 等 式 bja==( 必 一 门 /i 表示 ，( 必 一 站 /i 没 
有 化 成 最 简 ， 可 以 约 成 fa， 这 就 与 i，$ 一 i 互 隶 相 
抵触 了 ， 因 此 绪论 应 是 入 OAB 内 的 全 部 略 点 都 落 
站 p 一 2 个 内 仙 小 三 角形 内 部 . 

注意 ，-483 被 狂 点 (5 3 一介 所 等 分 ， 因 此 所 有 
小 三 角形 面积 相等 。 因 为 每 个 项 点 都 是 格 点 ， 我 们 
可 以 用 下 面 的 匹 死 《Pick) 定理 来 算 面 积 ， 

匹克 定理 ”顶点 为 格 点 【县 自身 不 相交 ) 前 多 
鹿 形 的 面积 是 


q 寸 了 一 1， 


式 中 9 是 多 边 形 内 的 格 点 数 ，p 是 边界 上 前 格 点 数 
《和 外 括 顶 点 和 备 边 上 的 格 点 ) 。 【匹克 定理 的 忧 美 
证 明 , 气 大考 文献 .) 
因为 (i，p 一 让 与 (i 十 1 p 一 i 一 1]) 之 间 没 有 将 
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点， 我 们 发 现 每 个 内 侧 小 三 角形 的 面积 是 


3 
2 二 可 1 ， 


由 于 对 所 有 内 侧 小 三 角形 这 式 子 者 一样 ， 记 以 g 对 
它 从 也 必定 一 样 ， 这 表明 它们 平分 了 人 OA38 内 部 
的 档 成 . 


4 的 值 很 容易 计算 。 每 个 小 还 角形 的 面积 是 
(I/p}(AOAB)， 即 


地 (六: pb)= 


因此 
3 1_p 
4 十 万 I EE 
由 此 得 
?i 
Le 9 $ 
参考 文秘 


Ross flonsberger, Tngenuity ir Mat- 
hematics, vol, 23, New Mathematica! 
Library, Math, Assoc, of America, 27—= 
31， 


11d 


四 十 、 完全 数 


十 代 项 髓 人 发 现 ， 菏 些 自然 匆 # 有 很 特别 且 柱 
. 质 ， 1 的 走 内 对 之 和 和 正好 等 于 mn 自 对， 例如 ，*==?8 
就 有 

i 十 ?2 十 4 中 7 十 4 二 28， 
这 样 的 数 他 们 称 为 “完全 数 ”. 站 的 全 部 正 因 于 
(包括 ”自己 ) 的 和 表示 成 549)， 如 用 这 个 如 不 卫 
数 oCn) 来 表达 的 话 , 那 宋 ， 着 5 (1) 二 2%， 典 ns 十 完 
全 数 . 看 来 完全 数 是 极其 稀有 的 ， 潜 五 个 完 人 多数 是 
6 、28、406,8128，、33550336， 到 1976 年 总 共 才 知 
道 24 个 完全 数 , 景 大 的 一 个 是 2 35(219957 一 18)， 
合 000 多 位 数 ， 
十 八 朋 纪 时 欧 拉 (Euler 证明 了， 每 个 人 笛 完 
-全 数 抽 可 以 洗 示 成 

n=22 1 《2 一 1) ， 式 中 2" 一 1 是 索 数 . 
《关于 L，。 上， 儿 克 介 《Dickson) 对 这 一 绪 果 殉 
沟 煌 证 有 明 (1911》， 请 看 我 的 妆 1lngenuity in 
Mathematics.) (数学 技 商 ) ，113 资 起， 该 书 由 
美国 数学 协 会 出 版 ， 收 入 新 数学 文库 第 23 卷 。 (后 
丙 要 用 的 ) 下 列 两 个 简单 绪论 也 取 上 月 该 书 : 


TI 


(1) 若 a 与 5 互 素 , 贡 0 (n) 有 乘法 往 , cfo 和 的 一 
ota). ob). 

(ii) 着 2" 一 1 是 素数 ， 则 指数 x 也 是 过 数 (124 
页 ) ， . 

有 了 这 普 准 备 功夫 ， 即 可 知道 ， 本 上古 就 是 要 求 
我 们 找 出 所 有 的 完全 数 #， 对 于 这 种 nx， 下 求 oco 
(7)] 也 是 宛 全 数 ， 


解答 ”首先 设 * 是 奇 完全 数 ， 则 ot7n) 二 2x， 轩 
2 与 # 孔 款 ， 有 
COLO (HN) = (OH) = 3 0H) 
-3HN) BR, 
显然 62 是 人 笃 数 ，- 若 它 也 是 完全 数 ， 则 对 某 个 素数 
我 们 必定 有 . 
67= 207 1(27 1) - - 
(pb 必 为 娄 数 、 因 为 2? - 1 是 素数 ) 。 然 而 因为 ?是 
奇数 ， 克 6 只 会 一 个 章 因 子 2【〈 答 6 中 ) 。 这 意味 
着 
2?” 一 21， 从 了 而? 一人。 
因此 
6 一 2(2: 一 1)， 故 fi]1。 
但 是 I 工 不 是 育 完 全 数 ， 这 是 巴 盾 ,因而 不 存在 冶 完 
全 数 # 使 得 9[o (Cn)) 也 是 完全 数 ， 
其 次 假设 # 汶 偶 完全 数 。 妈 为 偶 完 全 数 ， 那 末 
了 


.At 


对 于 某 个 融 煞 ba，?# 柯 以 玫 为 
二 22771{2? 一 1)， 式 中 27 一 1] 为 到 数 ， 
此 时 ?> 与 2 一 1 开 素 ， 我 们 有 - 
OKG(tD) ==0 (00) 一 OIC[22D 一 工 ) 
= (C2) 0(2?— 1) 
=—(2P+ 一 1)Cf2? 一 1) 上 1] 
《为 2? 一 1 是 素数 ) 
一 2p(2P+L -一 1)， 
这 显 热 是 偶数 ， 倘 若 还 是 移 全 数 ， 它 就 已 经 表 成 完 
全 履 的 欧 技 形 式 了 ， 于 是 推 关 指数 b 十 1 必 为 束 数 ， 
因为 8 与 3 十 1 都 必须 是 素数 ， 而 县 它 们 格 邻 ， 所 以 
有 其 能 是 2 和 3， 因 此 
各 = 2 《92 一 1 一 22 一 1 一 6 
OC CoO) (12) = 28, 
因而 4 二 6 是 唯一 解 . 


了 


四 十 一 、 四 了 蕊 形 


试 证 明 . 车 一 个 四 边 形 各 边 边 长 郁 是 整数 (对 
某 个 长 订单 位 而 育 ) ， 才 县 征 何 一 边 的 过 长 巷 除 其 
委 三 过 长 度 之 和 ， 则 这 四 边 形 有 两 边 是 相等 的 ， 


解答 假设 任何 两 条 过 都 不 相等 . 用 3 > 8 
$:>>5。 表示 各 过 的 长 诬 ， 忆 表示 局 长, 我 们 已 知 
Si|p 一 Si,， ?二 1，23;，4, 此 时 还 有 Silp ,但 是 5$; 除 
为 商 兆 少 呢 ? 

考虑 最 长 过 的 长 庆 $ ,的 情形 . 四边 中 任意 二 边 
之 和 大 于 第 四 过 【 从 第 四 过 的 一 端 泊 四边 形 走 到 
另 一 端 ， 另 三 边 是 《 远 路 ”) ， 因 此 5: 小 于 周 长 之 
半 : S$, </A2。 然 而 95， 是 最 长 边 的 长 度 ， 必 然 大 
于 周 长 的 四 分 之 一 》 否 则 四 边 加 起 来 也 不 是 2) .所 
| 

了 <51 < 
这 表明 5; 除 p 之 商 大 于 2 ， 小 于 4， 因而 饭 除 四 应 商 


3 ， 即 S:= 王 。 


因为 :< 9 故 3, 除 $ 的 商 必 定 比 3， 除 加 的 商 查 


太 ， 这 意味 着 b/s, 守 4， 即 $ ,所 /人 4. 又 由 于 Ss 之 D3 
也 以 p/Ss 之 5， 即 Ss <<p15. 类 似 有 5。, 志 bp/6. 因 此 ， 
p=5,+S$:+ 85s+5., 
p ,brp,b57 
<TtAts1e Gf? 


这 是 个 乞 盾 ， 区 四边形 必 定 有 某 两 边 是 相等 的 。 


no- 


1 < 四 , Fb 9 L Fo 
由" 由 1 和 = 了 _ 4 四 < rn 人 0 和 1 “人 3 Rf 
一 2 ri 


四 十 二 、 算 术 级 状 ， 
中 的 素数 


试 证 明 ， 看 公 姜 小 于 2000 的 口 然 数 算术 级 数 中 
不 可 能 多 达 十 一 个 相信 项 者 是 素数 ， 


解答 设 算术 级 数 的 x 个 相 分 项 
&, tA, at?2d, 2 G+ {rn—1Yd 
都 是 束 数 ，? 尖 23。 若 zs<?z 网 上 面 各 项 中 必 有 一 项 
为 
4 十 ad 一 G 人 1 十 中 ， 这 不 是 素数 ， 因 为 ae 与 1 十 4 都 比 
1 大 . 因此 我 们 必 有 se 之 ?之 3. 
令 3 是 小 于 ?的 素数 ， 并 设 少 不 能 整除 4， 我 们 来 
考虑 前 ?项 
a, at+d, a+2ad, 2 G+ (p11. 
诗 ro， 家 示 了 除 上 面 种 项 所 得 的 个 作 
数 . 由 于 每 项 都 是 素数 ， 并 且 5< 2<sg 《最 小 项 ) ， 
所 以 zp 陈 不 尽 任 何 项 ， 喜 光 一 余数 为 零 。 因 为 这 ?个 
余数 都 只 是 从 p 一 1 个 非 零 余数 1，2，……， pb 一 1 
取 的 ， 用 重 委 原 则 可 以 证 明 其 中 有 两 个 相等 ， 比 如 
ri 一 ri《it 所 办 ，] 可 是 
eid=at i (modp} ， 
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(tf— d=0 (modp) ， 
换 句 话说 ，p 整 除 (1i 一 jd。 但 b 是 素数 且 除 不 尽 d 
因而 必然 有 #1; 一 .然而 i，j; 都 是 比 p 小 的 正 整 数 ， 
徐 使 p11 一 7 成 立 ， 唯 有 .一 j= 0， 这 就 得 出 1= ;这 
个 矛盾 。 因 此 ， 素 数 $(<<#) 必 除 尽 d. 

7 二 12 个 相 铝 素 数 项 器 要 求 4 搂 小 于 12 的 每 个 
素数 ， 即 2，3，5，7 ,11 记 整数 。 因 列 4 必 然 是 
23.5.7.: .11 一 2310 的 倍数 ,而 这 又 超过 了 2000， 
于 龙 得 到 要 证 渣 络 论 ， 

W . 谢 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 的 辉煌 论著 
上 Theoryot Numbers $Y ( 教 论 ) {1864) 中 有 
许多 这 方面 的 育 趣 材 料 (121 一 125 页 ) 。 便 如， 算 
术 级 数 中 的 10 个 相 邻 项 

199、 #09, 619, wm 199 9 (2107 
都 是 素数 ; 又 

4943 二 (G60060), R= 0, 1, .», 12 
这 13 项 都 是 素数 . 

要 想 算 术 级 数 的 相 邻 2= 二 项 都 是 素 数 ， 必 须 
2 与 3 能 除 尽 公差 4， 因 此 4 必须 是 6 的 倍数 .4 一 吕 
时 我 们 有 直面 的 便 子 ， 

5 11, 17, ?3, 29, 
不 过 这 也 是 4= 6 的 算术 级 数 中 诈 邻 5 项 的 为 素数 
的 仅 有 的 一 俩 了 .因为 ， 在 这 样 指 级 数 中 的 任何 检 
邻 5 项 
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Gy 十 6 a 2:6,， 0 十 36 a 二 :6 
必然 富有 一 项 是 5 的 倍数 ,我 们 有 a 十 i"6 二 a 十 i 
(mod5) .无 论 什 么 a 部 关于 模 5 间 余 , 1 二 0，1， 
2，3，4 中 必 有 一 信使 得 a 十 i 二 0 (mod5) . 对 
素数 项 而 言 , 必 有 一 项 就 是 5 .事实 上 ，5 必然 就 是 
屠 兽 总 (因为 5 一 6 二 一 下 不 能 团子 5 前 ) 结果 便 
得 到 5','11，147，2$，29， 


四 十 三 、 关 于 
和 初 伐 @ 线 


假设 BC 是 人 ABC 的 最 长 边 、 在 邮 三 肯 形 和 内 部 
任 选 一 点 虽 ，AQ、BO，CO 分 别 诡 对 边 于 A4'， 
B8’、C* 证明 
O44+0B+OC’ 一 BC. 


解答 “从 三 角形 的 顶点 通过 三 角形 到 这 对 边 的 
线段 叫做 “ 彻 伐 组”， 显 然 从 一 个 顶点 所 作 的 彻 俊 
线 的 长 度 小 于 交 于 该 顶点 的 两 条 边 中 的 长 边 。 因 
斑 ， 三 角形 的 最 长 边 比 它 的 任何 一 条 彻 伐 线 玫 长 ， 
故 BC 比 4d 、B8r、CC' 痢 长 . 

令 OX 与 OF 分别 平 行 于 AB 与 4C， 因 此 
AOX7 与 A4BCG 相 似 ( 潮 56) ，, 册 于 BC 是 入 4BC 
的 最 长 边 ， 疡 以 其 对 应 边 XY 也 就 是 人 OXY 的 最 
长 边 ， 因 而 XX 了 必 彻 伐 绕 O41. 

令 久 S$ 与 了 T 分 别 平 行 于 CC' 与 837， 屠 末 ， 
ABXYS 与 作 3CC' 相 位, 显然 8C 是 ABCC7 的 最 长 


和 | ' 
1 村 4 
EE 


二 加 纪念 剖 大 和 惠 丈 尝 家 天 万 记 ， 御 伐 (Giovanni Cevay 而 
命名 的 线 咒 -一 详 者 注 


:人 


故 其 对 应 边 了 8 也 是 从 BX5 的 最 长 边 。 于 是 
BXY>SX= OC! (在 平行 四 过 形 C'XSO 
中 ) ， 
类 似 还 有 


和 人 人 了 7 一 人 由 。. ，， 
相 吉 得 

OA OB'TOC <XT+ICTBY 

=BC, 
刚才 证 表 了 OA' 填 08' 二 OC! 之 量 长 边 恬 CcC. 

现在 假设 44' 是 三 条 彻 伐 缆 4A'/、JBB'、CC' 中 晤 
长 的 一 条 ， 试 证 明 更 强 的 结论 。 

OA TOB'T OC EAA! 


媚 答 设 
O04 _, OF Oc’ 
AAr 
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分 别 作 4DP、OB 季 下 于 BC (图 57) , 则 AADA' 与 
CE4 相 侦 ， 因 此 


AGOBC -BCOE OF 。 

AABC 4"*BCOAD AD °° 
疡 以 有 A 人 OBC=x( 信 4BC) . 类似 有 A 信 0CA= 
y(AABC), AOAB=z( 人 4BC). 因为 人 ABC= 
六 DBC 二 ADC4 二 AD4B= (x+ y+2) (AABO), 
我 们 得 划 x 十 十 *=1， 


于是 我 们 有 
DOA’ + OB TOC=xAd’+yBB’ txCC 
sxedA'i vy ddA’ 
+ Add’ 
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= (x 二 yA 
= A 


= 正字 7 al + ~ . _ 
证 悉 ， 包 344 一 3 一 CC 时 等 吕 才 成 立 。 


四 十 四 、 和 后 和 年 


有 有 两 个 人 共同 占 丰 x 头 牛 ， 他 们 以 每 头 牛 x 元 
药 价 钱 把 牛 当 了， 把 卖 牛 的 钱 按 每 头羊 12 元 的 价钱 
买 了 革 ， 因为 他 们 类 千 记 得 的 钱 不 能 被 12 整 除 ， 便 
把 测 下 的 钱 买 了 一 头羊 匡 .人 然 所 两 人 把 羊 群 等 分 ， 
各 人 得 到 的 头 数 一 祥 多 、 分 到 羊羔 的 那个 人 自然 稍 
稍 了 吃 了 点 亏 ， 为 了 藉 补 起 见 ， 另 外 那个 大 恒 给 他 一 
把 日 得 .试问 日 潜 值 多 少 鲁 ? 


解答 卖 牛 总 收 入 是 x 元 ,了 权 是 x 能 被 和 竖 
徐 ， 那 未 x 就 会 被 36 整 除 ， 因 而 也 就 会 被 12 也 整 
除 ， 但 题 设 它 不 能 被 1 整除 ， 所以 x 不 蚌 6 的 倍数 ， 
这 赔 驴 有 X= 二 128 十 + 其 中 rj== 1， 2，3， 4，- 
5 .因此 
(12kRTr) ”14485 二 24R7 十 fr 


1 lz Lu 
= 一 12* 2krF 十 了 9 
I 占有 同样 头 数 的 装 ， 记 以 锌 的 总 头 数 


:中 境 数 ， 考 谍 到 有 一 头 是 羊羔 ， 敖 大 羊 的 其 数 
证 A， 师 人 人 用 x ?元 能 买 到 的 大 羊 的 头 数 是 x A132 


8y 


中 的 将， 它 应 该 是 奇数 ,出 于 128* 小 28?* 是 偶数 ， 所 
以 rz vt 中 的 商 数 应 为 奇数 ,为 此 ，r? 必 须 大 于 12， 
这 表明 |r| = 4 或 85, 当 |r|= 5 肘 


25 or 1 

13™ 12™ 1 
其 中 的 商 数 是 惕 数 ， 因 此 必 有 1?+|= 4，?’ 二 16, 于 
是 

1 16 1 14 

12 12 Ti 


余数 为 4 (不 是 一 4) ,因此 羊 养 人 村 4 元 ， 拉 以 一 
人 得 到 一 头 4 元 的 羊 关 ， 另 一 人 得 到 一 头 12 元 的 
羊 . 一 把 4 元 的 口 其 就 可 以 把 他 们 垃 平 成 富 邢 的 所 
得 ， 


488 、 


四 |- 五 、 平 方 序列 


证 明 , 序列 ' - i 

4 和 B89 和 BB 全 后 dB... Ry 

, ~ ~ 

”i n 

,的 每 一 项 都 是 完全 平方 . 
解答 通 项 是 : 
T=44...188..…89= 9 +8*10+8:10 + 
上 nn 


i+ Be10" 4210 4r10" 
二 4:107"+, 
力 9 分 解 成 1 十 4 十 4， 8 分解 成 4 十 4， 我 们 得 
T=]1 十 4(1 十 10 十 10 十 十 10") 十 #4 十 
(1 十 190 二.10*") 


TD 


1 一 1 ,1037*3- 一 ] 
== 和 和 
1 十 4 6 十 


410 十 4:10 "十! ( "0 ty) 
9 3 


稳 汐 2+:10 + 十 1 的 各 位 数字 之 和 是 ?十 ] 一 3， 它 能 志 
3 整数 ， 故 上 式 右 端 总 是 一 个 整数 的 平方 . 


jg 


上 自 击 希腊 时 代 起 ， 侨 赔 内 接 正 多 边 形 的 问题 一 
直 很 受 洛 学 家 的 关心 ， 欧 几 里 夭 就 写 过 这 方向 的 六 
章 ， 划 及 给 出 了 副 闻 内 接 正 十 启 形 的 一 个 蕊 她 广 
法 . 我们 百 先 指出 ， 学 径 为 > 的 图 内 其 正 十 这 形 的 
授 这 xx 沪 


一 二 到 一 
x 7 (v5 1) ， 


注 启 ， 边 4 了 二 x 所 对 图 心 角 为 38" 【图 58)》 ， 
四 之 三 融 形 QAB 蚌 语 朋 为 72 "的 等 睦 三 角形 。 
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令 BC 平 分 DB， 那 来 A4BC 与 AD4C 都 是 等 上 苯 三 负 
形 ， 关 而 x= 48 一 8 中 CC。 所 以 4 一 一天。 
考虑 外 接 AOBC 的 加 ， 击 于 ABC 与 苞 BC 所 
对 圆周 角 二 避 丰 等 ， 所 以 45 与 圆 相 切 ， 氏 此 
x =AOAC=r{r—x)~=x*—rx, 
十 1 一 人 0) 
5 二 二 VB 
2 
加 为 x 是 正 数 ， 巩 


r 一 
和 = 了 (V3 l ); 


也 即 所 证 . 

现在 我 们 来 研究 一 科 夫 (Bankoff) 博士 的 莫 
名 问题 . 先 作 一 个 等 边 三 角形 A483 (图 59) ， 在 其 
周围 作 六 个 相等 的 回 ， 其 中 三 个 在 三 边 移 中 点 与 


: 图 59 
三 边 相 切 ， 另 外 三 不 过 预 点 且 贺 心 在 二 条 分 角 线 的 
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延长 线 上 上。 这 六 个 加 同样 地 尼 渐 增 天 ， 直 至 它们 杠 
切 为 止 . 它们 转 着 回 定 的 三 角形 组 成 一 个 环 ， 环 由 
半径 为 r 的 六 个 等 加 构成 ， 令 大 十 分 入 讶 的 是 ， 三 
贡 有 形 玉 .48 的 肉 切 下 的 学 称 x 竟 人 然 现 是 环 中 每 个 图 的 
上 内 接 正二 这 形 的 过 长 ，《 会 有 人 发 现 这 号， 礁 道 不 
令 人 了 有 辽 怀 各 ? ) 

不 难看 出 等 边 三 角形 前 崔 径 【内 切 图 的 半径 ) 
xx 是 高 【 世 即 中 线 ， 和 分 角 线 ) 的 三 分 之 一 ， 看 图 好 
倚 

D8=~ 邱 (高 ) =22x 。 
显然 43 与 CD 平行 . 因 半 


EF_ Db EF _r 7 
大， 


于 是 CE 一 r72， 于 半径 二 的 另 一 半 . 
由 直 前 三 角形 和 OE 了 再 参 
ED:~0D—OF:’ 


多 
二 {2% 十 7) :一 (5 十 可 


rt 
因此 出 直 角 三 角形 DO 了 下 全 
OD:=ED T+0E’, 
2 + 号 2 | 入 
4r =(3* 37Y 十 可 7 ) + 于 » 
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广 一 和 二 rw%，X2 十 Fr 一 r2 一 0 
同 前 时 一 样 得 到 


到 了 


四 十 七 、 红 点 
与 葵 点 


汰 虚 20 行 20 列 红 点 与 蓝 点 组 成 的 正方 形 点 阵 ， 
只 要 局 一 行 或 同一 列 中 和 销 邻 两 点 额 色相 同时 ， 网 用 
与 它们 欧 颜 色相 加 的 线段 把 它 请 联结 电 求 ; 新 色 不 
问 的 相 邻 点 则 用 黑色 线 上 成 玉 联 结 , 共 有 219 个 红 点 ， 
其 中 89 个 点 在 方 阵 的 边界 上 ， 介 四角 处 不 是 红 点 ， 
慨 定 共 闪 237 条 黑人 在线 段 .试问 有 多 少 条 蓝 色 线段? 


解答 ”20 行 的 每 行 中 有 19 条 线段 ， 页 育 19:20 
一 380 条 水 平 线段 ， 义 有 固 样 多 条 于 家 线段 ， 扰 总 
共有 760 条 线段 ， 因 为 有 237 条 是 黑色 ， 苍 男 外 523 
条 是 红色 与 蓝 色 、 

用 + 表 大 红线 眉 的 条 数 ， 我 们 来 数 一 数 红 点 作 
汶 钱 段 端点 出 现 多 少 次 .每 条 黑钱 眉 有 一 个 红 端 
点 ， 每 条 红线 眉 有 两 个 江 喘 点 ， 记 以 红 庙 点 的 巷 数 
是 

237 2r, 

但 是 边 上 前 39 个 红 点 每 一 个 者 是 8 条 线段 的 日 点 ， 
阵列 内 部 的 其 余 180 个 红 点 每 一 个 都 是 4 条 线段 的 
端点 .因此 红 点 基线 跨 半 点 的 总 次 获 天 


从 测 
237 十 27 = 一 837， 吉 rf 一 300， 

才 征 监 然 吸 的 茶 数 是 523 一 300 一 223。 

美国 数学 月 刊 1971 年 ?96 页 工 载 有 一 个 类 位 问 
是 (此 2251 号 问题 是 机 车 … 匈 秆 泽 大 学 的 工 .e . 
布 并 { Brown ) 提出 的 ， 出 非 利 浦 斯 ， 攻克 西 托 
学 院 的 斯 带 芬 ,了 B， 菠 列 尔 《Maurer) 解决 ，. 

考虑 具有 个 数 小 行 与 偶数 个 列 鼎 红 点 与 蓝 感 组 
成 的 什 形 阵列 .每 行 有 一 尘 是 红 忌 ， 一 半 是 艺 局 ! 
每 列 化 是 如 此 ， 在 一 行 或 一 列 中 只 要 相 名 两 后 虞 色 
相同 ， 就 用 一 段 与 它们 颜色 一 样 的 线段 联结 起 来 ， 
证 明 红 线段 总 数 与 蓝 线 段 总 数 和 等 ， 


解答 ”考虑 相 邻 的 两 行 ， 比 如 第 i 行 与 第 i 十 1 
行 ， 如 果 颜 色相 同 的 两 点 面对面 ， 就 用 线 淫 把 它们 

联 成 一 对 。 我们 称 这 种 点 为 “匹配 ”点 . 

第 行 rr or 

和 ’ 

第 ?十 I 行 rb ree r 6 
颜色 不 同 的 一 对 为 “类 配 ” 点 ， 因 为 每 行 有 一 灶 的 
点 是 红 仿 ， 另 一 半 的 虎 是 蓝 色 ”斯 以 每 有 有 向 样 多 


一 er 一 


由 t+ 表示 经 点 ，B 束 也 上 评介 注 


个 红 点 . 显然 ， 相 邻 两 行 有 同样 多 的 匹配 红 点 ， 国 
则 志 必 定 有 局 料 多 的 据 配 红 点 。 

由 于 第: 行 的 一 个 失 配 红 点 对 着 第 ;十 1 行 的 一 
个 失 配 蓝 点 ， 所 以 

. .第 i 十 1 行 的 失 配 蓝 点 个 数 

= 第 ! 行 的 失 配 纤 点 个 数 
一 第! 十 1 行 的 失 配 红 扣 个 数 。 
于 是 在 第 ! 十 1 行 中 失 配 红 点 与 才 配 蓝 点 一 样 多 。 由 
于 第 i 行 掀 红 点 总 数 与 蓝 起 总 数 相 同 , .所 以 第 
fi 十 1 行 的 匹配 红 点 个 数 与 匹配 蓝 点 个 数 一 祥 多 ， 这 
意 昧 荐 在 两 行 间 拱桥 的 线段 ， 红 色 的 和 蓝 色 的 一 十 
多 . 对 相 邻 的 列 来 说 ， 情 癌 也 是 这 样 . . 故 得 要 证 的 
结论 ， 
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' 四 -" = - 
| -+ i 1 ， 


四 + ' 


"- ]， ti TH- 

机 1 :ee 

- 下 四 一 ul 加 

1 1 :更 4 
1 - 

,和 尼 下 1 


"| = ' "让; 和 “ 


已 知 一 个 贺 的 圈 铅 它 ， 要 找 调 图 心 习 重 和 求 出 
半径 长 度 是 很 容易 的 事 。 一 惯 的 图 活 想 ， 作 两 条 芝 
的 垂直 平分 线 来 兢 尝 圆 丰 ,天 揪 棚 理 程 包 可 太 立 刻 求 
出 来 ,虽然 作 一 条 恬 直 平分 加 必须 栈 一 对 张 ， 拍 大 
两 孩 相 接 ， 删 其 需 画 三 条 缴 就 可以 疙 出 两 条 垂 翰 平 
分 线 〔 让 一 条 弧 在 两 对 颖 中 各 越 一 将 御用 )】 ,于 是 
总 共用 了 华人 三 次 圆 张 和 和 两 次 是 复 ， 试 建立 证 面前 
求 半径 的 退 尔 (Swale) 蒜 ， 此 法 只 使 用 南 次 加 
弧 、 一 次 站 边 ; 

如 图 60， 以 圆周 C 上 任意 一 点 0 为 心 作 圆 DD 交 C 
于 P，@， 以 Q 为 心 用 相间 的 半 径 在 C 内 部 截 也 于 及 
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令 PR 交 C 于 上 ， 则 QT 为 C 之 半径 (LR 也 是 )， 
解答 八 QOR 的 三 条 边 显然 都 等 于 忆 的 六 和 从 ， 
因而 和信 8OR 为 等 边 三 角形 ， 人 ROQ==60*， 所 以 ， 
(两 圆 的 ) 圆周 角 人 RPQ=30",，C 的 圆心 二 处 的 
角 等 于 60* .因此 ， 人 XQL 是 等 边 三 角形 ， 从 而 
QI=+ (半径 ) 。 
z (不 难 证 明 三 角形 REL 与 XO 多 会 等 ， 然后 二 
得 RL 二 OA =r.) 


F 


13 名 


“x (NR) 


很 早 以 来 ， 索 数 就 是 数学 家 特别 感 兴趣 的 天 
日 ， 关 于 这 个 引人入胜 的 内 容 的 深入 浅 出 的 讨论 ， 
请 读 W， 谢 尔 宾 斯 基 的 《 数论 》@ 第 三 章 (110 一 
155 硕 ), 关于 素数 的 最 有 趣 的 函数 有 一 个 是 nCn)， 
它 是 不 超过 自然 数 # 的 素数 的 个 数 ， 


问题 ， 证 明 #(#) 滨 8984， 

解答 于 面 的 初等 证 时 是 杰出 的 徊 牙 利 数学 家 
保 尔 '. 厄 尔 按 和 什 发 现 的 昂 六 大江 于 的 谢 尔 认 斯 基 
的 著作 第 130 页 》 。 

令 汶 才 示 站 然 数 。 设 中- 是 能 整除 站 的 最 大 平方 
狼 ， 因 谢 m 二 Kk*v， 于 是 v 不 能 含 重 因子 ， 不 然 就 有 
比 大 的 平方 也 能 散人 除 mw 《叫做 交 的 “《 非 平方 2 部 
分 》， 

现在 让 5 圳 示 一 个 确定 移 自 然 数 ， 对 考虑 自然 
煞 #i<s1 ， 把 数 证 一 1 2 5 攻 鸭 每 一 个 部 表示 


. DW Sierpinski, Theory of Numbers, 


- i! 
一 。 加 


成 ”一 Riz 的 形状 ， 这 里 > 无 重 因子 .由 于 在 所 有 
情况 下 ， 呈 2 雪人 妇 站 ， 枚 玉 交 定 是 1，2，3，…-， 
[vn] 中 的 一 个 , 这 里 [vn ] 表示 不 超过 wm 
的 最 大 整数 .多 朵 "过 如 芝 f， 所 以 5 的 所 有 有 素 因 千 
必 来 自 毛 呈 的 罕 数 中 ， 即 于 自 pj， Bs， ，pPx(n)， 
晨 然 w 是 这 定 个 集合 中 的 素数 的 冬 积 ， 它 必定 是 


如 ] Us 


pz, 


ripl 
Tn) 


这 圳 数 的 某 一 个 ， 这 里 的 指数 a ne 
(因为 vu 无 重 因 子 )， 由 于 每 个 0 可 等 于 0 或 1， 

以 这 圳 形状 的 数 共 有 2 x(") 个 ， 总 之 ， pi 
天 si 5 无 重 因 子 ， 必 属 于 [Vn ] 个 数 的 集 
全 z ,. 


p: “=p 


党 环 《]> 2， 总， [Cin } )， 
而 vz 则 必用 于 2 (个 煌 的 集合 


志 
pa “， 


| /id ‘HR 
Y= (pr pe 1 p01 一 0 或 1). 


这 样 一 来 m 王 1 2，…， + 的 每 个 煌 都 要 任 革 中 
得 到 一 个 ,在 了 中 得 到 一 个 tv, 使 得 机 一 70, 凤 之 ， 
通过 在 亏 中 选取 适当 的 &， 在 了 中 选取 透 当 的 w， 也 
可 以 造 出 形 如 中 ?的 数 1，2,…，n。 因 此， 用 一 共 
可 能 的 方式 从 二 中 选 一 个 R， 从 中选 一 个 w， 造 一 
个 吕 “的 这 个 手续 可 以 造 出 包含 1， 9， 这 个 
数 的 数 集 ， 但 这 种 造 法 共 章 出 了 {WH .2 #0") 
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个 数 ， 
因此 我 们 得 
[An 2 (Pn, 
而 由 定义 有 vi EPE fw  ， 所 以 
VR 2 Tn DR 


TT (nfog? > Flogn, 


logn _ lorn 
> ET 一 
Tm) 2slorm® log4 ” 


十 九 世纪 时 , 收 国 数学 家 P . 架 比 雪夫 (Teheb- 
ycheff) 省 明了 更 强 的 定理 : 


nT Cn) > 


到 16 
《 谢 尔 宾 斯 基 的 《 数论 》 第 149 页 上 有 证 明 .) 

美国 数学 上 月刊 1944 年 第 479 页 的 4083 号 问题 是 
保 尔 . 捷 尔 迪 什 提出 的 区 于 x Cn) 的 一 个 简短 二 
题 ， 由 饿 勤 岗 大 学 的 惠 特 尼 : 斯 各 贝 特 (Scopbert 
解决; 

如 果 al < 之 gi 之 之 go 忆 # 是 里 然 数 的 任 一 数 

:其 中 每 个 a; 阁 不 能 整 内 其 休 数 的 彝 积 ， 试 证 切 
oe T Cn}. 


解答 。 因为 每 个 ai<<n ， 所 以 都 有 素数 分 解 式 


_ 1 ， dnt 
qi=pi": pa Dc 


要 使 ci; 不 能 整除 其 它 a 的 乘积 ,qi 必须 含有 菜 个 素数 

pi 人 (pispr xeny)， 其 次 煞 大 于 其 余 全 部 
0 的 分解 式 中 六 的 次 数 之 和 ,， 这样 一 来 ,6 包含 的 这 
一 如 的 次 数 几 定 大于 每 个 别 的 se 中 方 的 次 数 ， 每 个 
5i 有 这 样 一 个 #; ， 然 而 显然 不 可 能 有 两 个 a; 可 以 
这 样 地 与 同一 个 p$; 相 联系 . 所 以 ai 的 个 数 不 可 能 比 
( ,Pz x(a)) 申 素数 的 个 数 多 ， 久 而 得 8 一 


Tn 


TA2 


设 两 圈 Q 与 相交 于 点 4 与 了 .图 61) ，@ 上 位 
于 R 外 的 强 上 有 一 点 P， 它 通过 4。B 投 影 在 R 上 得 
一 划 CD。 试 证 明 。 无 论 在 弧 上 何 处 选 择 了 ， 弛 CD 
的 长 度 永远 不 变 . 


解答 。 令 P 与 P' 表示 与 纺 5D 与 CD 相对 应 
的 点 (图 62) 我 们 有 
LPAP’= /PBP’, 
PAP'= /CAC’, 


YY 


ZPBP' 一 DBD"， 
由 此 得 LCAC' 一 DBD' . 这 就 是 说 ， 红 CC'= 弧 
DD'. 岗 端 加 上 续 CD' 得 

绝 C'D' 二 弧 CD， 
因此 得 
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L | 
- PE J 站 Pe = -am =- 
;i , 五 瑟 内 线 
“i - 和 了 a- ”3 a 
由 we ， 5 em 


a 1 ”1 - 
bb Tr 1 


自身 不 相交 的 多 边 形 叫 简单 多边 形 ,- 然而 简单 
洛 边 形 远 非 凸 狗 边 形 ， 它 有 许多 对 角 线 企 部 或 郊 分 
地 在 多 过 有 形 外 面 。 尽 管 如 此 ， 任 何 简单 % 边 形 至 少 
有 "一 3 条 对 角 线 完全 在 其 内 部 ， 试 证 明之 ， 


解答 ”对 四 边 形 绪论 显然 是 成 立 的 《图 63) 。 


, ?1 这 形 rz 这 形 
图 63 

令 设 该 论断 对 上 边 形 世 成 立 ， 名 =4，5，。…*，H#。 我 
们 考虑 简单 (n+1) 边 形 卫 .对 任何 一 个 多 过 形 来 
说 ， 不 可 能 在 其 内 部 一 条 对 解 线 也 设 有 ， 关 于 这 个 
结论 的 证 明 ， 读 者 可 以 读 Ross Honsberger: 
Inpgenuity in Mathematics( 数 学 技巧 )， vol, 
3,New Mathematical Library, Mathema- 
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tical Association of 上 America，Pp。35 美国 
狂 学 会 的 新 数学 文库 .第 23 卷 ， 第 35 页 ) ,用 4 发 示 
信人 证 2 内 的 一 条 对 前线 , 设 2 将 P 邹 成 一 个 71 边 形 与 
一 个 +; 边 形 ， 那 末 由 归纳 假设 知 ，P 至 人 少 有 rf, 一 3 条 
以 及 ”一 3 条 内 对 角 比 在 两 信子 多 边 形 内 ,把 4 算 进 
去 ，P 具 宇 少 有 上 一 5 茶 内 对 航线 。 

商 个 子 多 边 形 有 的 总 边 装 是 + rs 这 包括 了 的 
侈 裔 #8 二 1 条 过 ， 癌 避 加 计 侍 线 dg 算 了 两 次， 央 还 
fi 十 7 二 十 3， 碘 呈 至 和 殖 有 

ry 十 rs 一 5 二 nr3~-5 二 7 一 2 二 (# 二 17 一 2 
条 内 对 角 线 . 归纳 法 证 明了 我 们 的 论断 正确 . 
由 于 对 每 个 日 然 数 ? 我 们 稳 作 出 一 个 ?过 形 ， 写 
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不 多 不 少 输 好 有 mn 一 3 条 内 对 有 线 ， 沁 以 4 一 3， 就 是 
我 们 始终 可 以 徘 得 住 的 这 释 对 角 线 的 最 大 条 数 , 令 
图 C 在 4、B 的 两 条 切线 交 于 P {图 64) ,在 靠近 P 的 
弄 臣 弧 AB 上 取 虑 和 Ni，N:，"， 和 3， 得 一 个 i 边 
形 PAN ,Ns…N,_sB， 它 怡 好 ”一 3 条 办 对 骨 线 
Pi， 和 上 每 条 都 由 了 发 出 ， 

澳大利亚 的 R. B, 闭 稳 顿 (Eggleton) 正明 
了 ， 人 简章 3 边 形 恰好 有 "一 3 条 内 对 前线 的 膏 要 条 件 
是 此 多 边 形 的 任何 两 条 内 对 角 线 不 粗 交 ， 


14 


五 十 二 ，、 掷 能 子 (二 ) 


试 证 大 :不 可 能 使 一 对 山子 等 可 能 地 出 现 点 数 
和 2,3,… 12。 按 惯例 想 设 其 颗 骸 子 是 可 区 别 的 
(例如 ,第 一 颗 角 子 现 2 与 第 二 赫 骨 地 现 # 不 同 于 第 一 
显现 4 与 第 二 显现 2， 尽 管 得 出 的 点 数 和 都 是 6) ， 


解答 ”用 轧 均 示 第 一 颗 仍 子 出 现 i 的 概率 ，g， 


表示 第 二 颗 瞬 子 出 现 ; 的 慨 率 ， 那 床 得 到 点 数 和 为 


2 时 概 容 是 回访: ， 得 到 点 数 和 为 12 的 往 变 是 如 9。 , 取 


是 全 部 十 一 个 网 率 都 一 样 ， 那 来 每 个 构 认 就 会 是 - 


1711， 得 ?的 向 率 证 


=p thds te + perdi 
zs P19 pedi=pbiye IF poo) 
i a 


pqik 7) psget go) 1 og 


1 /a 
y 11 (2 9 


] da ,I 
它 二 一 一 ~ 之 _- 
本 Ci 2 。 


了 


因此 我 们 得 


det el, 
yl dg 


然而 正 实数 及 其 倒数 之 和 x+ 二 至 少 等 于 2 ， 因 而 
证 明了 我 们 的 论断 ， 
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五 十 三 、 方 怪 的 
数 仙 


我 们 浏览 昕 然 数 1，2，3，…， 从 中 挑选 出 一 
个 数列 区. 选 活 是 也 

第 一 个 奇数 ， 【 妈 1) 

紧 后 边 的 两 个 侦 数 ， {2 与 4) 

紧 授 着 的 三 个 奇数 ， (5, 7, 9) 

紧 找 痊 的 四 个 偶数 ， (10, 12, 14, 16) 

紧 搓 兰 的 五 个 向 煌 ， 【17 ,110,21,23,°25) 

一 直 进 行 下 去 。 

DU, 1 2 4, 5 7, 9, 10, 12, 14, 18, 

17, 19, +.. 

证 朋 第 ?项 如 的 会 式 是 


Wf 2 [Yan7? -]， 


这 里 【x] 表示 不 天 于 x 的 最 大 整数 ， 


解答 我 们 把 UV 与 偶数 作 成 的 数列 有 来 对 比 ， 
并 反对 应 项 之 差 作成 的 数列 表示 为 DD 三 {do}。 我 们 
特 会 发 现 D 和 包 伟 一 个 1， 阙 个 2， 三 个 3 sr 个 
1 350 


… 了 的 项 按 一 项 一 组 ， 两 项 一 组 ， 三 项 一 组 ，… 
来 确定 ， 在 每 组 之 内 ， 无 论 是 霖 是 偶 ， 它 的 项 都 是 
££ 二 (2n7: 2,|4,6, 


U {ur 1,2 ,4d， 
D={4d.), 1， 2 


8,10,12,|14,16,18,20,22,...， 
65, 7, 9,110,12,14,16, 7, 
3 3 39ld, ds ds ds I, "rs 
洗 项 递增 2 ， 就 象 偶 数 按 2 递增 一 样 。 这 样 一 来 ， 
差 数 的 数列 马 在 每 组 内 保持 不 变 ， 然 而 当 其 从 前 面 
一 组 过 渡 到 后 面 一 组 时 ， 惕 数 仍 然 按 2 递增 ， 而 数 
列 巡 中 从 奇 组 到 俑 组 或 从 侦 组 到 奇 组 ， 却 是 按 工地 
六 ， 因 此 差 数 的 数列 从 一 组 过 渡 到 下 一 组 时 违 其 
1 ， 于 是 也 的 项 便 如 前 面 所 说 的 那样 ， 通 过 求 出 d， 
的 公式 ， 我 们 便 从 关系 式 
Hs= 2 nd 

求 出 本 的 公式 。 

下 面 对 特 定 的 x 来 求 4,, 我 们 已 经 讲 坟 ，D 的 
项 成 组 地 以 相 问 值 出 现 ， 


C122) (3,333) (kh—1, R—1, +) 


CRs ke) 


我 们 需要 找 的 是 具体 的 4, 落 入 的 那 一 组 壤 它 落 入 
第 FE 组 ， 则 它 的 值 便 是 s*， 我们 注意 到， 在 第 组 前 
有 

1] 个 3，2 个 2，3 个 3，…"'， (Rk 一 1) 个 


131 


2 1) » 


1+2+8++(h 一 1) 一 人 二 1% 项 ， 


如 果 册 深入 第 组 肉 ， 邢 末 目 子 它 是 DD 的 第 n 项 ， 必 
须 有 


一 二 1 过， 地下 二 二 DL +1) .1 


例 和 如 ， 攻 果 王 在 第 10 组 ， 则 


(10— D19 1 < 十 1 


这 时 月 不 待 言 我 们 也 有 (9~1)972+T 委 mn (8 一 1)87 
2 十 1 委 ， (一切 172+T 和 和 站。 在 所 有 和 有形 站 
《3 一 1 十 寺 的 整数 中 ， 是 二 上 给 进 了 夺 n 的 
有 大 值 ， 因 此 ==, 是 满足 (m 一 Dm/2+ 1 所 nn ， 
ED 

m+2(0] 一 hn) 世人 0 
的 最大 信 m。 但 是 对 于 在 方程 m? 一 m++2(1 一 1 一 0 
的 西 个 概 之 问 的 闭 区 间 兴 的 任何 mm 信 ，m 一 由 十 了 
(1 一 2) 古 非 旬 的 ， 方程 的 电 3 的 慎 是 


fi. 1 二 V1— 8(1—») 
2 


2 
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玉 本 有 一 交 十 妆 ] 一 列 


因此 着 


1 一 以 8 一 了 之 1 — N84— 7 
2 


范围 内 的 最 太 整 数 ， 由 于 是 蓝 烙 ,我 们 有 
[+8n—7 
d=&=[ Lvs-7 ]， 
上 而 所 求 的 公式 误 是 
十 — 
Hi 2 [ -87 ， 
《 受 尼 托 巴 太 学 的 ) 率 森 * 门 德尔 松 (Mende- 
lison) 注意 到 栗 在 内 的 自然 数 作 成 的 补 数列 
Vatv}; 3, 6 8, 11, 13, 15, 18, 
20, 22, 24, 27, ,。 
他 指出 F 的 项 出 是 成 组 地 出 现 ， 一 个 奇瑞 ， 汕 个 偶 
项 ， 二 个 奇 项 ， 等 等 : 并 且 指 出 ， 可 以 通过 相 加 而 
不 是 季 上 面 求 刀 上 叶 那 样 通过 从 2n 减 类 4 来 求 出 zt 的 
153 


> 
二 


1 TB8n— 7 ] ， 
4 一 2 宙 十 有 ,二 2 十 [一 2 


, _ .五 : “很 
这 可 芯 即 出 vs+vs 二 444 推出。 证 湖 这 一 点 并 不 


P| 


相 邻 目 然 数 事 


尝 数 芍 个 数 固 然 是 无 窍 多 ， 然 而 日 然 数列 玉 相 
邻 素数 问 的 宝 虞 却 则 可 以 任意 地 太 ， 这 一 点 是 很 容 
易 看 出 的 ， 你 看 ， 对 民 痘 日 然 数 7 

[Pa 二] +2, Gat+1)h +3, 《n+1)i 

+ Cnt1) 

便 是 x 个 相 邻 的 复合 数 ， 

现在 起 请 你 证 明 的 是 ， 记 有 任 党 长 的 一 段 相 邻 
日 然 数 ， 其 中 每 个 数 都 可 以 被 大 于 ] 工 的 完全 下 方 数 
划 陈 ， 


解答 ”我们 想 用 归纳 法 证 明 ， 对 于 一 切 月 然 数 
n， 部 存在 =? 个 相 邻 日 然 数 串 ， 共 中 每 小数 都 能 被 大 
于 1 工 的 完全 平方 数 所 整除 。 

(i 3 一 时， 任何 > 工 的 平方 都 满足 要 求 。 

(2 2 过】 时， 假设 ws 个 相 邻 的 自然 数 

Cs Gas *"'s Hn - 

个 个 都 能 被 > 1 的 完全 平方 也 整 陈 ,. 现在 我 们 要 寻 
找 具 有 这 个 性 质 的 n 十 1 个 相 邻 自然 数 ，. 
用 si 表示 能 整 除 .0;Ci==1;2,… ,7) 的 大 于 1 的 
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拒 全 平方 数 ， 用 了 表示 5 的 习 积 ,因为 oa: 是 相 邻 数 ， 
所 以 ca 一 ea 二 1, 等 等 ， 千 等。 用 这 种 记 法 ，ao+1 
表 革 成 4ao4 ， 因 烛 ai ，a:…，aa， aarl 就 是 z+1 
个 相 今 数 吝 用 A 表 示 au (+ 9。 出 于 -4 包 会 
7， 必 4 可以 被 每 个 :整除 。 现 在 来 看 r+ ! 个 和 部 
日 然 煞 
A+ta; Ara ys 十 Go， 
对 于 ?二 1，2,… 4%， 我 们 的 s; 既 整除 4 人世 整 除 ab 
这 说 朋 这 些 数 的 前 个 中 的 每 一 个 都 可 雇 被 关 1 的 
平方 所 束 除 ， 而 最 后 一 个 数 是 
则 十 Cat 一 GorifE 十 2) 工 十 Gayl 
= g(t ~ 2L+1) 
一 Ga+itf 工 十 1)。 

琴 3>1， 收 工 >1， 所 以 《了 十 1 是 >1 的 平方 。 这 
样 一 来 全 吏 n+1 个 数 都 本 以 被 之 1 的 平方 所 整除 . 
由 归纳 法 便 得 出 所 需 结 论 了 ， 

同样 还 可 以 证 明 ， 对 任何 自然 数 #， 都 存在 "个 
相 邻 目 然 匆 ， 其 中 每 个 数 都 能 被 之 1 的 完全 mm 次 方 
所 整除 ， 这 里 m>2. 为 出 只 消 抬 5; 取 作 之 1 由 轴 次 
方 ， 把 .4 换 成 

-4 一 GCC 二 1 一 上 3。 

注意 ， 我 们 的 论证 不 仅 证 明了 记 说 的 那 种 数列 
的 存在 ， 而 且 还 说 明了 如 何 用 选 代 步骤 作出 这 种 数 
列 ， 由 于 只 要求 能 被 每 个 si 整除 ， 所 以 我 们 可 以 
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把 上 到 作 s. 的 最 小 会 倍数 而 不 必 取 作 全 部 yi 的 飞 
积 。 这 样 可 以 使 工 小 些 ， 减 经 计算 量 ， 

我 真 的 感到 惊讶 ， 沿 着 自然 数 数列 看 下 去 ， 到 
其 处 碱 有 万 亿 个 数 〈 或 者 你 高 兴 要 多 类 就 有 窗 大 ) 
构成 一 串 ， 其 中 每 个 数 都 能 被 守 1 的 完全 万 亿 次 方 
所 整除 ， 而 且 ， 称 车 给 中 足够 的 时 间 ， 我 硬是 可 以 
给 尿 把 这 桩 的 一 串 数 写 出 来 理 ! 


了 3 


五 十 五 、 最 小 
内 接 四 边 形 


设 48CD 是 辐 具 接 四 边 形 , 其 对 基线 区 于 二 。 
P、Q、R、5S 是 从 到 4BCD 各 廊 的 延 足 ， 让 眶 在 
凯 党 形 .4BCD 的 每 也 上 各 有 一 点 的 万 有 周边 硼 
中，PUQRS 的 周 长 最 得 ， 


解答 ”我 们 先 证 PS，、FQ 与 AB 实 成 等 人 角 《 图 
66) ， 即 
PS /A PPO., 


图 明 
汶 此 我 们 证 明 上 述 两 个 舟 的 余 角 相等 ， 
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/SPX=/OPX. 
关 四 边 形 P83QX 有 二 直角 ， 琶 为 加 内 接 四 边 形 , 于 
是 XQPX 一 AEBX 。 同样 ，APXS 也 是 入 内 接 
四 按 形 ， 又 有 SPX= 人 A 人 SA 天 。 而 在 已 知 加 内 
XCBD= LCAD, 钵 而 OPTY= 5P 瑟 ， 改 得 
所 求 的 结论 、 辐 样 ， 在 PQRS 的 各 项 点 处 ， 各 过 与 
4BCD 的 对 应 边 来 成 等 角 ， 

这 样 作 的 结果 便 是 ， 将 PORS 对 .ABCD 前 一 条 
边 作 反射 ， 在 起 镜 画作 用 的 线 上 相交 的 两 条 边 的 任 
一 答 的 像 都 是 另外 那 条 边 的 延长 线 而 已 《图 67 ， 


终 67 
关公 APB 是 平角 ， 点 2y+ 人 5PO 二 180%。 经 
反射 用 BP 二 BPO=w。 因 此 GPS 一 2 十 
DOP 一 180- 
央 此 划 图 63 奸 本 ， 我 们 可 以 通过 三 个 反射 工 ， 
E， 开 把 PORS 的 周 长 拉 二 。 当 然 我们 这 儿 只 有 
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[88 

4B8CD 内 的 PQRS 的 四 个 相 对 接 的 全 等 图 形 。 莽 
.45 二 A,Ss。 但 交错 角 口 :S; 怀 ;与 .A$P 相 等 (都 等 
于 DSR)， 这 直上 明 4,$s 平 行 于 AS9 ,因此 A,A55， 
巧 平行 好 过 形 ， 从 而 PORS 的 拉 直 了 的 周 长 S5， 等 
于 过 本， 

上 上述 那些 反射 可 以 把 在 ABCD 的 每 边 上 各 有 
一 个 顶点 的 任意 一 个 四 边 形 的 下边 展 开 。 如 果 了 是 
AD 上 的 顶点 ， 了 ;是 它 在 A;DD。 上 的 像 ， 那 末 因 为 
47 与 .YY 平 行 且 砷 等 ， 旅 4 ,AYY， 是 个 平行 四 
边 形 【图 69) ， 从 而 了 Y 了 ,二 AAA， 然而 展开 后 的 
启 长 在 了 与 了 ;之 间 ， 如 果 了 形成 折线 ， 就 比 了 ;长 ， 
最 短 时 也 不 过 与 YY 了; 重合 而 已 ， 这 时 就 等 于 POR3 
的 周 长 .4.4;， 因 此 ，PQRS 有 最 小 周二 ， 

注音， 如果， 五 ， 是 了 YY 上面 了 了 Y; 分 别 与 
AB,BC:， CiD; 相 交 的 点 , 那 末 5，F，G 就 对 应 
于 A4BCD ( 除 ADD 边 ) 的 男 三 边 上 的 成 ， 因 此 了 ， 
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69 
YY ， 即 了 的 控 百 的 周 长 。 所 避 从 4D 上 和 伍 一 点 了 出 
发 均 可 作 A4BCD 的 周 长 最 小 的 内 接 四 边 形 。 


五 十 和 六、 三 角形 数 


下 面 肘 三 角形 阵 列 中 的 国 盘 个 数 确 定 一 个 三 角 
形 数 的 序列 (图 70) ， 其 开始 各 项 为 1，3 ，6， 
10，15，21，28，36，45，…， 第 nt 项 是 


n(n+ 1) 
-i 
用 于 本 二 6-1+#， 报 税 十 多 项 很 容 易 心 算出 来 ， 
1， {Hn2)3, CCH), CHAYIO, 【如 5)15， 
CH 6) 21, 28, 36, 45, 55; B6 78, 91, 
105，120，136，153，.…… 下 面 考 虚 七 个 关于 三 角形 
数 的 小 问题 ， 
(i) [AMM ， 13935 一 36,， 轿 ，313， 问题 
115， 俄 玄 俄 州 诺 伍 德 城 的 G , 殉 , 维 斯 哈 德 (We- 


Tb 


to 二 1 二 2 十 3+ 二 二 


ishard) 提问 并 佣 答 ，、 合 
斌 证明， 任何 奇数 平方 在 八进制 中 来 位 都 是 
1 ， 车 将 二 划 去 ， 则 剩 下 部 分 全 为 三 角形 数 。 


解 党 ”注意 ， 相 邻 二 数 n 与 4 二 1 中 必 有 一 数 为 
幅 数 ， 我 们 有 
{2ant1)?=4nr2+ dn+1=dn(Cn 1}+1 
一 8 十 1， 
二 中 有 为 整数 ,. 因此 在 八进制 中 ， 硼 数 平方 的 尾数 
为 1. 
担 数 王 在 八进制 中 的 未 位 1 划 去 ， 剩 下 如 2 一切 


:因由 按 所 说 办 法 划 去 1 后 有 


(2+ 1 一 1 4ntn 3) {1 1)_, 
8 8 


时 第 n 个 三 角形 数 ， 
Cii) 【和 MLM，1932，Pp，178， 问 题 3480 
候 变 俄 放 诺 伍德 城 G,W . 维 斯 哈 德 提出 ， 威 尔 斯 利 
学 院 海 伦 : 太 ， 美 利 尔 (Merrill》 解 答 .】 
试 证 明 ; 以 9 为 楚 的 数 系 中 ， 每 个 全 出 1 组 成 
的 数 必 是 三 角形 数 ， 
ls, 11, 于 工 po 


aa 


总 点 MI 为 美国 数学 月 刊 一 译注 - 


16 了 


解答 党 一 个 数 1， 显 然 是 三 角形 数 ， 如 果 将 1 
奉 在 用 尖 9 表示 的 数 & 的 末尾 , 便 得 数 98 + 1。 设 R 正 
好 是 个 三 角形 数 ， 上 一 n(n + 1)/2， 那 未 


,n+ 1) ,On + n+r2 
9 2 ! 2 
(3n+ 1)(3n+2) 
9 日 


义 大 一 个 二 角形 数 。 由 妇 编 法 便 得 典 要 证 的 结论 ， 

我 们 注意 , 把 氏 附 在 以 3 为 基 未 示 的 数 后 也 得 
到 98 + 工 .因此 拒 和 并 附 到 以 3 为 基 的 三 角形 数 后 也 产 
生 蔓 另 一 个 三 角形 数 . 

以 25 为 基 时 , 把 数字 3 附 在 三 角形 数 n Cn +1]72 
的 术 尾 得 

25+ 2m + 1) 8 23k +25k+6 


这 古 三 钉 形 数 。 因 而 以 25 为 基 时 ， 三 角形 数 末 位 放 
3， 或 者 完全 等 价 地 在 以 5 为 基 时 ， 三 角形 数 束 二 
位 放 03， 都 得 出 新 的 三 角形 数 ， 

一 般 弟 ， 如 果 久 (428+ 1 为 基 时 三 角形 数 后 隐 


上 上 一 位 数 厂 h(h+ 1)， 或 者 以 2k4+1 (8 去 3) 为 基 轩 
三 角形 数 后 附 两 位 数 0 与 了 A(&8T 1)8 或 者 座 28 


了 0 


1(4 半 3) 为 基 时 附 上 代表 (+1) 的 两 位 数 ， 结 
时 都 得 到 三 角形 数 

Ciii) [AMM 1963，p.211, 问 题 E1516， 
加 利 佛 尼 亚 大 学 民 , j， 鄂 贝 格 【DODberg)j 提出 ， 坦 
兽 尔 大 学 1 ,上 , 依 格 (Yeager) 解答 ,] 

用 三 角形 数 的 最 末 一 位 数组 成 N=0.1380518 
* 问 疼 是 有 理 数 还 是 无 还 区? 


解答 ”三 角形 数 写 出 米 是 
ls3, 6 10, 15, 21, 28, $6, 45, 55, 66, 
78.91,105,120，136，153，171，190，21T0， 
231, 253, 276, 300, 325, 351， es 
因此 NN 号 出 来 诚 是 
N=0,15605186556815063100136051.*， 
故 来 有 20 位 循环 。 仍 然 拒 第 #* 个 三 第 形 数 记 成 三 。 
我 们 有 帝 式 
_ 一 A 


tra 
= + 41lr + 2 站 一 下 一 并 


一 16(28T2I)， 妊 数 是 如， 
因 关 本:s 与 五 疝 下 位 数学 一 定 旺 朝 同 的 ， 这 吏 肯 党 
了 还 御 还 小数 ， 从 而 闪 耳 调 因数。 
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广 苇 ， 肉 简 琶 架 个 如 文 ， 倒 恋 正 读 拥 一 样 事 


实 上 ， 
NN qaNr aar- . nr 
一 00138051865356815063100156051，… 
10 二 -人 

是 过 文 式 的 循环 小 数 ， 


可 以 证 明 ， 由 三 角形 数 的 末 # 位 数 宁 ， 上 一 1 
2，3，… 可 以 得 到 一 个 用 理 数 六 。 三 角形 数 是 算术 
级 北 1+2 十 3 十 … 的 部 分 和 ， 不 难 证 曙 ， 由 日 然 数 
的 任意 算 术 级 数 的 部 分 各 的 未 8 位 数字 构成 的 激 坟 

Civ) CAMAT, 1982, Pp.188, | 回 题 E1473, 
哥伦比亚 大 学] 上 , 扩 腾 波 尔 《Pietetpol 提出 ， 
加 利 佛 尼 亚 州 科隆 六 城 美 国 海 军 军 碱 实验 所 A .Y， 
沿 尔 维 斯 特 (Sylwester)》 解答 .) 

浅 们 有 到 三 杀 形 开工 与 引 都 丰 完 全 平方 数 ， 试 
证 团 有 无 窍 多 个 三 和 角 形 数 也 部 炬 完全 十 方 ， 


解答 上 面 的 论断 来 日 一 个 深刻 的 观察 ， 即 只 
要 如 是 完 人 于 方 , 那 束 和 os ,必定 也 时 完全 平方 ， 
如 时 t= 1 Man(tnt1) 
— BR’, 
于 是 
fa Cars tok = e+) he(8h:+1) 
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42 [dn(n+1)+1] 
= dE"(dn +dn+1) 
一 4R7(2n 十 1)?， 完 全 平方 ， 
tv [AMM 1933，np,362， 亲 题 E2z1, 此 
金 HV. 下, 伊 凡 诺 夫 (Evanoff) 提出 ， 府 特 律 大 
尝 1,。5。 庄士敦 (Johnston) 人 解答 .1] 
反 证 明 ， 相 邻 丽 个 三 角形 数 之 平方 次 必 为 完全 
耻 方 数 ， 
{tats 1, 3 6 10, 15s 21, "ey 
tie): 1 9, 36, 100, 225, 441:', 


1 小 3 27, G4, 1 25， 216, i 


解答 灰 家 都 知道 前 n 个 卓然 数 的 立方 和 是 


sos nn [ntntl)N:, ,; 
1 二 923 二 .小 用 [ 5 ] {2， 
因此 131 一 起 二 (8 二 1)3， 即 宇 全 让 方 ，。 


(vi) [Pi Mu Fnpsilon， 卷 ?，1954 一 59， 
Dp.378, 问 逻 92, 洛 梢 矶 城 列 晶 : 班 入 夫 (Bankoff) 
提出 ， 卡 四 基 工 和 学院 托马斯 * 包 条 涧 (了 orschingyy 
和 解答 ,] 

试 证 明 三 角形 数 的 倒数 和 为 2: 


1 ] 1 1 
一 十 二 十 二 十 二 一 2 
T36110 < 


5 


解答 “出 两 条 双 曲 线 
yo y= 
可 以 得 到 一 个 十 分 优美 的 几何 解 (图 71) 。 


[本 了 

当 x 六 台数 ,n 字 2 加 ， 两 曲线 锥 学 斥 之 差 90 为 
过 1 了 1 | 
nl (1) 2 ntn~—1) 

-ll 

2 fa-l 
因此 ;二 2a。， 问题 中 的 和 就 是 

n=] 

Ll ta te) 

ft! 了 


但 x 二 nn 时 的 y:(*) 值 与 x 二 # 一 1 时 的 y,《(x》 檀 

相等 ， 所 以 ao 在 y 轴 上 的 投影 首 屁 煌 接 组 成 从 由 

(0，1) 到 原 操 的 百 线 段 。 出 于 两 每 双 曲 线 和 前 渐 近 
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线 都 星 正 * 轴 ， 央 而 全 部 投影 完全 充 满 上 述 单位 线 
段 ， 议 
dr+ dast+dat+' = 1, 
由 此 立刻 得 出 要 证 和 前 结论 ， 
除了 .上面 的 几何 解法 外 ， 还 有 下 面 的 优美 代数 


解法 ， 
1] 1 1 1 
+++i6+ 
+ 2 2 
,9 
1 1 ] 1 ) 
= 一 十 一 -十 一 
2 1.57 
] 1 1! 1 
= 一 -十 1 一 一 | 十 1 一 一 
2[ (1 一 村)+ ( 广 一 可)+ (本 
1 
+ 


(vii) [CAMM, 1988，P,410, 问 题 E1943;. 
印度 巴 罗 达 ],M . 喻 特 季 (Khatri) 提出 ， 究 兰 死 
林 马 歌 尔 学 院 贝 纳 德 。 杰 柯 布 琳 《Jacobson) 解 
管 .] 

我 们 最 后 的 问题 是 想 知 道 ， 是 否 能 选 出 三 第 形 
煞 的 -一 个 元 方 序列， 有 从 它 开 头 算 起 的 任意 多 项 之 和 
也 是 一 个 三 角形 数 ， 


解答 设 刀 经 作成 了 这 样 的 序列 的 一 部 分 ， 骨 
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且 除 了 了 要求 应 有 的 性 质 外 还 多 一 条 特别 性 质 ， 在 这 
部 分 序列 中 辑 到 尾 意 项 问 的 和 是 到: 。 朋 未， 和 开 入 
项 ttz+:-! 哉 延伸 了 这 列 ， 问 时 保留 了 序列 的 重要 特 
性 。 国 为 三 + (n+1)==to41 3 所 以 当 n 二 ti4, 一 1 上 时， 
Nitti ttre 一 了 zt ， 
fy fo too tn 加 入 了 这 种 序列 ， 此 序列 之 部 分 
和 为 fastiyial tz31。 实际 上 ,从 第 2 项 以 后 的 任 
何 三 角形 数 开 始 ， 应 用 这 条 并 入 规则 ， 就 能 产生 由 
有 具 厂 志 需 特 性 的 无 窃 序列 ， 
最 后 我 们 指出 ， 还 可 以 选 得 出 三 角形 数 的 无 穷 
序列 ， 基 部 分 和 者 是 完全 平方 数 , 例如 序章 富 ， 
to fo 的 部 分 和 


kt 1 
上 十 下 Ce +1 


Ii0 


”五 十 七 、 关 于 
下 1 边 形 


没 44As… 有 4 表示 一 个 正 # 雇 形 ， 试 证 肛 在 此 
多 边 形 内 元 论 何 处 选 一 点 口 , 室 少 一 个 角 A10 4 
与 平角 接近 到 不 超过 角 /n; 


上 
了 一 一 一 0 
| 


解答 今 4 表示 距离 怠 4; 最 小 的 那个 顶 损 ， 
BO4.,EOA,;, t=] 2 (图 72) o 将 了 4， 


my. 
于 wp Fi 
i 


i724 


与 其 它 各 项 点 租 联 .区 果品 在 系 一 条 对 角 线 4 4; 
上 上 ， 我 们 立 列 师 道 45Ddi=Tr， 今 设 0 位 于 相 
邻 两 对 和 线 .414; 与 .44 之 间 ， 江 把 三 角形 
村 .O41 上品 ;1 的 内 角 分 别 用 加 ，xX， 2 9 
yst 表示 (图 7?2)、。 因 为 410 志 0 di 所 以 zx 所 二 
同样 由 ,AO 志 0.4 4 知 t 守 nn。 因此 x+1 记 m+4 ,但 
正 R 边 形 是 阅 内 接 和 多边形 , 车 用 人 党 示 它 的 外 接 圆 加 
心 ， 风 联 拉 机 加 滑 顶点 的 弧 有 4iAi4 1 在 国 必 C 击 对 的 
角 况 27z/ ,从 而 强 4;Ai4!: 白 对 因 周 角 只 有 一 半天， 
了 zi 二 4/ 。 因 之 z+ 二 迄 1 /1， 

然而 两 个 三 角形 中 的 六 个 和 角 加 起 来 等 子 27; 

(th 二 n+ (2+ 站 二 Y= 27, 


(z+ {) x+ Yoon , 


由 于 2 十 tx/jhn， 渡 以 有 

Ty 

六 机 
即 

xt+ yn) , 

天 

所 以 x 和 yy 不 能 都 小 于 x 一 (rx/n) (免得 其 和 太 小 力 
于 是 得 证 结论 ， 
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五 十 八 、 帘 马 数 


形 如 
F062) 十 1， 和 一 0， 2 ee 
的 数 岂 费 马 数 ， 得 名 于 法 国 伟 太 的 数学 罕 底 天 胁 。 
费 马 《Fermat) (1601 一 1665) 。 费 马 数 序 训 的 
及 几 项 是 3，5，17，257，858637，"…。 莪 马 数 满 中 
递 失 关系 王 。 一 五 ,天 FF +2 此 式 很 容易 用 
蚂 纳 法 证 明 。 不 过 下 面 的 证 法 更 干净 利沙 。 方 法 见 
于 AMM，1935，p.569， 问 题 忆 152， 有 是 康涅狄格 
州 哈 特 福 德 联 头 了 J. 罗 森 包 姆 (Rosenbaum) 所 
出 ， 纽 约 布 鲁 克 林 的 丹 涅 尔 * 芬 克 尔 《Finagel) 解 
答 的 。 
注意 2(2") 一 1 就 是 1， 于 是 
1 五， 五 | 下。 ;一 2025 1IC2 2 +19 
[222 7 11" C2(2" 十 1 
一 [1:2 一 IC2 2 十 1 
L227 F122 +1) 
— 2 2 
rot2 ~ 十 1] 


| 
EL 
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一 [2f2? 9 一 1T2022 + 1 
1 一 BR ,， 

根据 这 个 关系 趟 权证 明 每 对 噶 志 数 部 是 工 素 

的 ， 取 万 很 篇 单 的 事情 工 .如 果 了 Sm， 出 

F =F 下 下 二 
所 及 记 与 记 的 任 这 公约 数 世 属 际 尽 2 .十 古 这 样 的 
公约 刍 只 能 是 1 或 2&。 然 而 它 又 不 能 是 2， 因 为 费 
马 数 都 是 奇数 ， 记 以 它 几 然 是 I， 这 网 使 得 Fs 与 
工 .后 未 。 

由 于 每 个 了 >1， 所 以 每 个 费 马 数 帮 有 一 个 素 
内 子 ， 由 因子 不 能 整除 别 的 效 马 数 。 而 虎 马 数 有 有 无 
穷 多 ， 这 也 就 从 另 一 个 和 角 度 证 明了 于 数 有 无 穷 多 
个 。 

我 们 所 得 的 结果 可 以 用 米 解决 下 面 的 问题 : 

证 明 2 一 1 至 少 可 以 被 #4 个 不 同 的 素数 所 著 
陈 ， 

[AMXIM，1968，p,1016， 问 题 E 2014， 组 约 
市 布 朋克 斯 社区 大 学 的 厄 文 ， 鞠 斯 特 (Just) 与 诺 
上 总， 绍 姆 贝 烙 (Schaumberzer) 提出 ，) 


解答 
2 49 一 一 [840)+ 1 一 2 一 上 一 上 
1 
这 是 站 个 不 加 的 费 马 数 的 积 ， 它 必然 至 少 有 7 个 不 


了 


同 的 素 因 子 ， 内 为 费 马 数 巧 互 索 的 ， 

惜 讨 论 费 马 数 的 机 会 ， 我 们 来 证 明 几 个 简易 结 
孙 ， 费 马 数 中 无 平方 数 ， 无 立方 数 ， 而 且 除 己 o 一 ? 
外 ， 无 三 角形 数 ， 

(2 不 是 于 方 数 ， 

昌 热 

(Fs 1) ?02221) = Po, 一 工 
所 以 

下 二 《一 1 
因此 ， 如 果 有 ,二 2C(mod3)， 那 也 就 有 Fl 寺 
?{mod31), 但 事实 上 有 呈 ;一 5 兰 2f(mod37 ， 这 就 表 
明 n 之 0 时 ， 一 抛 F, 圭 2(mod3) ,然而 从 来 不 会 有 平 
方 数 与 2Lmod3) 网 余 ( 因 为 三 0 ,1 或 一 1(mod3)， 
我 们 厂 4 ?三 0 ,1 或 1 mod3)。 由 于 FF, 二 3 不 是 平 
方 数 ， 记 以 没有 一 个 F. 和 证 平方 数 ， 

《ii 请, 不 是 立方 数 . 

容易 看 出 立方 数 同 余 于 0,1， 或 一 1f(mod7) 8， 

nO, ly 2 3 二， 5, 6, 
1 0 1, 4, 2, 2, 4, 1, 
n* 三 0 1 1 1, 1 C—1 —1, 
费 马 数 来 说 ， 有 £6 二 3， 了 二 5。 巾 
Firis=1+ (CF.—1): 
且 知 
如 果 F, 三 i(mod7)， 则 Fs4, 三 5(mod?7)， 
i753 


由 果 下 .=5fnod77， 则 开 二 Smnod7)， 防 
以 ， 以 了 为 模 时 ， 费 马 煞 区 替 地 与 3 和 5 同 余 ， 但 
绝 不 与 0，1， 或 一 I 回 党， 六 此 费 马 数 中 无 立方 ， 

(ii 没有 一 个 户 , 半 3 是 二 角形 数 ， 

第 n 个 三 骨 形 数 是 = 二 n(nt+ 1}/2， 从 而 2 一 
n(nt1)。 令 有 #1 二 0，1，2{mod3)， 如 果 三 由 
或 2C(mod3)， 则 n 与 %+1 中 之 一 可 被 3 除 尽 ， 从 而 
1, 寺 0Cmod3) ， 另 一 方面 ， 如 果 ”=1mod3)， 则 
有 2in 三 Pad+ 拉 二 2f(meod3) ,这 具有 妇 三 1Cmod3) 
所 以 无 论 怎 样 我 们 都 有 1, 三 0 或 1(mod3) ， 而 这 点 
前 面 我 们 已 经 看 出 对 之 8 的 费 马 数 是 不 成 芯 的 ， 出 
是 得 证 结论 ， 
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五 十 
九 
、 一 个 倒数 


不 和 
对 日 然 数 - 
n>]， 证 明 
了 了 
好 十 1 i 
- 十 ，* 
_ > +> 
天 1 ,i 
性 
71 + 
nt 1 二 
二 
m2 


证 明 相 邻 8 个 口 然 数 之 积 让 是 完全 由 次 方 ， 


解答 令 x 表示 8 个 权 名 目 然 煞 中 最 小 的 一 
个 ， 则 它们 的 积 P 可 以 号 成 
P= [x(x +7)I(xT1) tx+6)) 
[Cx Crt x+ 
=(x + ?TAN TT T+ 10) 
x Txt 1°), 
二 7 二 a， 央 
P=(a—6)(a(ut 并 人 二 全 
一 【一 36)2 二 4 . 
一 一 一 
一 + fota td 35) 
a rt iatat+3(ao—12), 
因为 0 二 x ?YE 了 x 二 6， 且 xX 守 ]， 各 2 二 14，a 一 12 为 
正 。 巷 此 
Po”, 
处 而 PP 二 a*+1o 一 380: 一 1449 下 明了 小玉 


(ao-1) := 二 a: 二 4 二 C207 二 44 二。 的 了 桓 


了 7 


oat Pla+l)’, 
这 说 明 始 终 在 相 邻 两 个 四 次 方 数 之 间 ， 测 绝 不 与 
其 中 任何 一 个 相等 。 


i179 


二 


六 十 一 、 北 方块 


因为 调和 级 数 是 发 散 的 ， 记 以 如 果 把 过 长 
i, 1/2, 173， 四 1 一 的 一 组 正 廊 形 关 排 措 遍 
让 在 它们 共 亲 的 要 织 上 上， 工会 无 吧 匹 尽 店 钙 俐 下 


去 【 疝 73) 。 查 下 耳 可 证 朋 险 第 一 小 方块 状 的 全 剖 


方块 者 可 以 滨 进 第 一 个 方 执 而 不 会 五 相生 涤 。 


解答 沿 着 工 把 正方 形 分 成 组 ， 每 组 以 分 母 为 
pe op 1 1 1 1 1 
2 的 万 次 的 方 殊 升 头 ; ( 二 本 小， (可 ， EE? 6 
oa 第 ”组 的 正方 形 的 过 长 之 和 是 
1 
疡 人 十 i -< :十 可 二 Tl 


人 | 


因此 第 ?组 的 正方 形 可 以 全 入 放 进 宽 为 1 高 为 
直 的 矩 形 中 ， 拒 包含 正方 形 组 的 这 些 矩形 一 个 近 
一 个 地 阅 起 来 就 得 到 一 个 算 珍 块 ， 其 宽 为 1， 高 为 

1,1 1 

Ti 十 :… 二 1 (于 74) 


"ahi 
EE 


图 ?4 

这 种 装 法 就 把 第 一 个 以 外 的 全 部 正方 形 装 入 了 了 
单位 正方 形 中 。 

本 节 中 我 们 主要 关心 的 是 下 面 的 这 个 问题 : 

考虑 一 组 正方 形 ， 俏 数 有 限 或 无 原 ， 但 总 面积 
为 1 。 试 证 明 无 论 这 些 正方 形 边 长 是 多 少 ， 它 们 者 
本 以 装 进 一 个 边 长 为 v2 的 正方 形 3 中 。 

[MM，1969，P.88， 问 题 E2041， 叶 什 包 
大 学 { 犹 赤 苯 经 书院 ) 了 ,J. 组 机 (Newman) 提 
出 并 和 解答.)】 
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解答 ”因为 面积 为 过 的 正方 形 的 边 长 是 52， 

所 以 任何 边 长 小 于 /到 的 正方 形 中 都 放 不 下 面积 为 

六 的 两 个 正方 形 。 因 此 能 装 下 题 中 所 说 正方 形 组 的 

“万 能 ”正方 框 的 边 长 至 少 必须 为 v 豆 (图 75) 
3 


图 73 
所 已 知 的 一 组 正方 形 按 不 增 闫 序 排列 ， 边 长 圳 
示 成 


Soy 
开导 大 干 脆 把 这 长 为 5 的 正方 形 称 为 正方 形 ;;。 栓 
架 $ 的 边 或 水 平 或 铅 直 地 放置 。 从 左下 角 开 始 按 北 
诚 脐 序 沿 方 框 摘 边 放 置 正 方形 5 ，s5s，… 直 到 放 不 
下 为 止 。 把 第 一 个 也 即 最 大 一 个 正方 形 :; 的 上 边 在 
8 内 延长 ， 作 为 刚 放 好 的 一 排 正 方形 这 一 层 的 顶层 
(图 76) 。 久 从 左 加 开始 在 第 一 局 层 项 上 放 第 二 
排 ， 仍 然 按 递减 的 顺序 一 个 个 地 旅 入 正方 形 ， 庆 满 
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为 止 。 照 样 把 本 层 第 一 个 正方 形 的 倚 线 问 右 延长 作 
为 本 层 的 预 部 。 象 这 拌 一 排 一 排 地 放 ， 我 们 将 会 发 
现 整 个 正方 形 组 都 可 以 放 进 正方 形 5 中 。 


一 


mm 
1 “时 . - 
请 ” Titty 


图 ?76 

设 第 六 下 的 正方 形 个 煞 是 ar， 交 备 于 的 正六 形 
个 数 分 别 为 : 

第 1 排 有 正方 形 8:，82， …3nl14 

第 2 排 有 正方 形 Ssai+i1，gni+rsy Sn 

第 3 排 有 正方 形 sairas+rty Snrrnazha ，…? 
Sn +n2+nss 

我 们 证 明 按 这 种 效法 不 会 装 出 5 的 顶部 以 外 
去 ， 这 意味 着 3 能 装 于 全 部 正方 形 ， 为 此 我 他 来 下 
明 ， 在 5 左边 量 得 各 排 鱼 成 的 总 高 度 玉 不 会 超过 
V2: 


| 
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H=s; tsniri tsnins+i tA 20 
因 全 部 正方 形 总 面积 为 1 ， 故 
.二 演 和 守 和 这 
这 麦 明 5 确 能 容纳 第 一 排 。 如 果 一 排 就 够 了 ， 
问题 就 解 块 了 。 因 之 我 们 来 考虑 不止 逢 要 一 排 的 一 
般 情 况 。 当 然 我 们 还 是 带 要 用 总 面积 为 1 这 个 条 
件 , 先 推导 #4 .关于 3 的 关系 式 。 
由 于 第 二 排 第 一 个 正方 形 量 因为 太 大 了 第 一 排 
末尾 放 不 下 才 故 到 第 二 排 开 头 的 ， 氛 以 
Si 和 Ts si 2 
故 . 
3 十 … 十 SP 一 5， 
来 以 girl 得 
SSal41 寺 aol 于 … 十 Sa1+19301+1> 
(了 一 5 ) Sari 
+1， 刻 
3 十 


—S2*52 3 53 TS t+ 


而 


人 


-32eS+1l 十 59 *5 1+1 十 … 十 Sai “全 1 


> Vs) 3 


即 

二 “TS + > (V2 51) Sut 
对 于 第 二 排 我 们 同样 也 有 
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Sa1+1 二 Sa 十 入 TS ras Titri Vv 2 


Sot2t Tats tr TV 2 oli. 
乘 以 Srag+1 并 注意 到 sa 
全 和 象 第 一 排 鸭 篇 册 于 样 得 到 

3 142 十 37143 十 一 二 Starorri(w 一 5141》 


pe 
nl+t+n2+1 + AE 


Silta2+ls 


因为 $1 S11 由 此 得 


ee mm 


mL ETE ed coe 


sors te + glFkns > 2s EE 


对 于 第 三 徘 也 同村 可 从 


Ge oo eo ee 


- 一 ”一 ”一 一 一 一。 ~ 号 一 一“ 一 一 一 一 ea 


2 
: 1 JU 十 Da 4 + ni 十 立 一 区 当中 上 


| 一 一 一 全 一 ee 


TT 
>(v ZF- oy) | 


如 此 一 直下 才 ， 对 鹿 有 的 排 都 求 得 类 亿 的 不 等 式 . 
把 这 些 不 等 式 相 加 得 
J 
十 
因为 总 面积 是 1 ， 叉 右 端 第 二 个 因子 碘 是 HH 一 s13 
所 以 


人 


1 一 于 人 (Ww 25) (一 和 1) 3 


33 


故 - 


1 一 3 _ 

i 

H< VD Ti 

很 容易 用 化 简 的 办 法 证 明 
~ -Vv 2s) 

. v2 2 —$ vs 
所 以 

H<vF (lV I) oy7, 

7 一 了 


所 得 舌 要 的 不 等 式 匡 < 这。 
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六 十 二 、 红 球 
与 绎 球 


袋 中 有 6 个 红 妇 与 8 小 绿 球 ， 任 意 抓 出 5 个 球 放 
进 一 个 红 盒 子 中 ， 其 余 8 个 球 放 进 一 个 绿 盒 中 . 红 盒 
中 绿 球 个 数 加 绿 盒 中 红 球 个 数 之 和 不 是 素数 的 概率 
用 大 ? 


解答 ”用 s 表 示 红 盒 中 绿 球 的 个 数 ， 总 共有 6 个 
红 球 8 个 绿 球 ， 因 此 色 球 在 盒 中 的 分 布 销 沈 一 定 可 
图 7?7 济 示 . 于 是 绿 盒 中 前 红 球 个 狼 加 上 红 盒 中 约 绿 
球 个 数 = 二 (g 十 1) 十 8 二 28 十 1 ,这 起 麻 数 . 但 是 8g 不 
会 超过 红 合 中 球 的 总 数 5, 鼓 1 所 28 填 1 志 11 


5 个 球 9 个 球 
8 个 绿绿 8 一 
5 一 5 个 红 和 于 8+ 人 红斑 
红 和 全 人 


图 77 


在 这 个 范围 内 的 亲 复 合 数 只 认 9 ,不 过 我 从 二 得 
把 1 包括 进去 ， 因 为 它 赂 不 是 头 妾 也 不 大 复合 六， 
| 联 收 腿 5 下 ] 避 8。 因 化 5 必 
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须 等 于 0 或 4.g 一 0 或 4 时 ， 抓 球 的 概率 是 
.45 个 红 球 全 抓 的 抓 法 数 ) 十 (4 经 1 红 的 抓 法 数 ) 
珠 的 总 次 颖 


CETOLCS 


‘mm 
ep i 


5 
Css 


6+42%0 213 


2002 1001" 


ee 一 一 


了 88 


六 十 三 、 算 术 级 数 中 的 
复合 效 项 


155 页 问题 五 十 四 说 的 是 在 自然 数 序列 中 有 任 
意 长 的 许多 段 相 邻 蔷 合 数 。 我 们 在 这 一 闷 题 中 要 证 
明 有 任意 长 揭 算 术 级 数 ， 其 各 项 均 为 复合 数理 两 
两 互 素 ， 


解答 ”我们 证 明 ， 对 任何 自然 数 n2>1， 在 算术 
级 数 中 存在 两 两 互 素 的 # 个 复合 数 ， 

任 选 一 个 比 指定 的 x 大 的 素数 bp. 然 后 选 一 个 尽 
量 大 的 数 加 十 (na 一 1)n4， 并 选 整数 六 使 得 

全 > 必定 (一 1J01 . 

于 是 我 们 可 以 断言 ， 下 面 药 ” 个 数 ( 可 能 是 很 大 的 ) 

N! tp, | pn!l oN! +p+2rn1l » | 
"yy NE +p+(n ml)nl 
就 满足 所 需 委 件 。 显 然 这些 数 都 在 公差 为 员 的 算 
术 级 数 中 .因为 选取 的 N 局 得 N2>p 了 (7 一 1)n1 。 
入 以 对 ;一 0 2 一 1 就 有 志士 站 攻 ， < 之 壬 ， 这 
表明 (8 十 fm) 这 个 数 是 Ni 的 一 个 因子 .所 以 
NI 十 Di Te01 9 一 1， 可 以 被 较 小 的 组 
十 i+24 《这 个 数 大 于 1) 除 尽 , 国 而 是 个 敌对 绽 。 
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又 说 有 两 项 

NI 十 让 十 产生 SSN! pin!l ,i> 
有 公共 素 因 子 g9， 册 4 能 除 尽 其 差 (i 一 1 nl ,但 
1 一 jj<#， 政 (1 一 站 #1 的 每 个 过 因 于 都 所 nn， 于 是 
g 志 从 而 g1 #1 .但 入 >>n， 因 而 9 整除 大 数目 入 1， 
因 s 能 除 尽 N11TTpt+ 癌 n1l， 所 以 也 必 能 除 尽 p, 但 这 
是 不 可 能 的 ， 因 为 p 与 & 者 是 素数 ， 并 且 4 志 nn<<p, 间 
题 得 证 。 


J 过 


六 十 四 、 把 等 边 三 角形 
联 绽 起 来 


边 长 为 1，3，5…，28 一 上，… 的 等 边 三 前 形 
汗 善 一 条 直线 首 必 术 接 地 放 成 一 条 线 (图 78) . 试 
证 明 不 在 直线 上 的 各 顶点 都 在 一 条 抛物 线 上 ， 并 量 
它 信 的 焦 壮 径 都 是 整数 ， 


Y 


| 
| 
| 
| 
] 
| A 
1 

| 


和 解答。 把 各 顶点 依次 下 示 成 大 !， 和 太 :，…， 选 
已 刘 直 线 作 * 轴 并 让 y 轴 还 过 A:. 子 是 六, 的 具 标 
为 (0，w 3 引 /3. 第 * 个 三 角形 前 底 边 等 于 28 一 思 
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YX 一 地 十 3 十 5 十 …… 于 《23 一 3 于 起 28 一 17 ， 
这 可 立刻 化 简 为 x 一 nr 一 1). 和 的 纵 汲 标 就 是 入， 
的 纵 坐 标的 2 一 1I 悦 ， 邵 


-1(22 1 


12x 一 《2 一 3， 即 4y ?一 12x 十 3， 
这 是 轴 为 慌 加 ， 顶 点 为 (一 1/4,0) 的 抛物 线 方程 。 
把 坐标 轧 向 负 方 向 平移 3 个 单位 ， 即 按 


革 二 x 十 六 Y=y 
必 坐 标 平 移 ， 撕 物 线 方程 就 化 成 
2 — 一 ] 一 = “= 
4Y ?=1? (5 于 ) 十 3 ti2 业 ， 即 了 一 3 和 


我 们 立刻 者 出 ， 这 时 的 抛物 线 顶 点 在 浴 标 原点 ， 焦 
点 在 《3/4，0》. 所 以 同 到 原 位 ， 拆 物 线 的 焦点 一 
定 是 在 (3，0) 《第 一 个 三 角形 的 一 个 顶点 ) .于 
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丰 和 的 焦 半 径 由 下 式 给 出 ， 


一 1 一 # 十 1， 


这 是 一 个 整数 。 


“3 1 
~ 
pe 
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四 、 乙 、 肖 三 个 同 学 袜 所 项 测 葵 中 比赛 。 在 一 
项 测验 中 得 第 一 名 时 ， 打 x 分 ! 得 第 二 估 打 3 分; 得 
第 三 名 打 z 介 . 这 里 x*，y。， zz 移 是 自然 数 并 有 多 六 y 
>x， 在 每 项 洲 恰 中 忆 们 得 分 部 不 相同 , 甲 总 分 为 20 
分 ， 乙 为 10 分 ， 丙 为 89 分 .学生 甲 在 代数 测 蓝 时 是 第 
本 名 ,试问 几何 测验 时 谁 是 第 二 名 ? 


让 管 ” 他 们 三 人 总 共 竹 到 29 分 ,因为 XxX，Y 3 奸 
本 二 品目 膏 艇 ， 所 忆 么 项 测验 空 少 避 条 1 十 2 十 3= 6 
分 ,六 -Fy 二 2 才能 六 从 总 分 398， 辣 题 蛤 基 确 所 计 二 
测 陀 布丁 项 ， 记 以 十 y 十 3 二 39。 由 于 39 聊 本 甘草 
了 担 因 于 是 1，13， 并 昌 其 国 子 “十 ?十 2225， 所 以 
必然 有 

x 十 2 二 13， 

这 说 国共 举行 过 三 项 测验 ， 

由 于 中 在 代数 测验 时 古 第 二 和 名， 所以 人 也 的 分 将 
中 在 ~- 欣 赴 y 分 ,好 刁 里 还 有 一 次 测验 是 每 的 z 分 ， 
那 示 他 在 璋 下 瑞光 有 只 能 直 x 分 ， 于 是 总 式 得 y 十 z 十 
wx 二 13。 然 而 事实 上 甲 的 总 分 是 20 分 ， 因 也 也 在 各 
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项 测验 中 不 全 得 = 分 。 丽 以 且 的 分 数 构 威 情 关于 为 


A i a -。 Et 3T 
3 对 渔 基于 3， 这 有 十 3 人 


广 休 可 能 是 37 . 姐 乐 和 皇 分 十 X 二 23 则 
2 二 YT 
可 十 YY 十 z 二 13， 


两 式 相 减 得 y 一 2 一 7. 由 于 <>>y 六 为 政 3 关 2 
x 袜 9， 因 丽 “十 y 节 17， 这 与 《十 2 十 2 一 13 矛 后 
所 以 甲 得 务 构 成 情况 必然 是 2x 十 > 一 20. 

得 此 可 知 ，> 必 为 偶数 .如 果 y 凑 6 那 彩 x 
从 而 x 十 y 宇 13， 这 样 就 使 和 
身 之 地 了 ， 所 以 y 只 能 是 2 或 4. : 

若 y 一 2 , 则 更 小 的 > 必然 等 于 1. 于 是 满足 “十 》 
二 +z 二 13 的 *=-10， 然 而 这 上 样 一 来 四 的 得 分 将 是 
2x 十 ys22 前 非 20 了 所 以 y=4， 赎 2x%x 十 xy 二 20 得 
YX El 二 十 2 二 13 人 2 一 

只 有 一 种 方式 这 儿 个 数 才 能 六 三 位 掌 生 各 日 的 


r r 和 站 
0， 了 9， 


C1) C11) (L112 A 
9 8 4 20 
之 1 ] 4 10 
fy 4 4 1 9 


汪 为 四 不 是 第 二 名 时 调 就 是 第 二 名， 所 以 在 儿 柯 测 
茹 时 岩 一 定 是 第 二 名 ， 
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7 十 A 六、 托 勒 洽 定 理 的 


一 个 应 用 


托 蔓 密 {Ptolemy) 定理 说 ， 图 内 接 四 边 形 对 
角 线 长 度 的 弱 积 等 于 两 对 对 边 边 长 滋 积 之 和 (关于 
证 明 ， 请 参看 任何 一 本 综合 几何 教材 ) .用 这 条 和 定 
理 可 立 邯 证 期 下 述 结 果 : 

令 4i4:4s 表示 贺 内 接 正 三 角形 . 若 为 图 局 
上 任意 一 点 ， 证 明了 A,，PA,，PAs 中 两 段 较 短 
线 届 加 起 来 等 于 第 三 条 线段 长 ， 


证 明 念 * 表 未 已 知 三 角形 的 一 边 长 . 姑 图 79， 
由 托 勤 审定 理 得 
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Ss" PA—=s PA, ts PA,, 
于 基 
4 十 已 4 

本 市 中 我 们 讨论 上 述 命 题 的 两 则 推广 ， 

4 人生 则 遇 ，1933，Dp。501， 问 题 3583 ， 纪 
约 昌 。 格 罗斯 曼 《Grossman) 提出 ， 消 备 大 学 劳 
伦 斯 ' 赫 得 利 (Hadley) 解 答 ,3 

命 404,.…A4;,-， 表示 加 内 接 正 34 边 形 。 由 
图 思 上 任 一 点 了 到 32 个 顶点 作 若 于 条 蕊 (图 80)， 


图 89 
证 明 #* 条 最 长 的 弱 的 和 等 于 其 余 2n 条 短 终 之 和 . 


解答 到 正 32 这 形 的 三 个 顶点 确定 一 个 加 内 接 
等 边 三 角形 ， 总 共 得 到 n 个 等 边 三 角 形 . 对 于 每 个 


187 


三 角形 相应 的 《顶点 与 联 成 的 》 三 条 下 来 说 ， 两 
条 得 纺 弦 长 之 和 等 于 第 三 条 足 络 长 ， 可 以 看 到 ,每 
组 莹 中 的 两 条 秘 弦 弦 长 都 地? (等 边 三 角形 过 长 ) ， 
而 长 弦 弦 长 都 全 3. 从 每 三 条 弦 中 取 一 条 最 长 的 纺 ， 
可 得 到 ?条 长 纺 ， 祭 下 28 条 短 纺 引用 前 下 的 蒜 本 
命题 便 可 证 明 ，?# 条 长 苞 苇 长 之 和 本 和 的 2 
短 弦 弦 长 之 和 。 | 
(ii ET 下 带 丫 业 的 ms3 和 5 这 两 个 特 例如 纪 约 
大 学 咸 康 ， 咸 哥 尼 送 (到 ernich 担 出 前 ; 而 一 般 
情形 则 是 渭 铁 泸 天 学 勒 内 ， 狄 基 《〈《Dickey ) 得 出 
和 的, 


设 4，4,….4, 是 正 4 边 形 ，n 为 家 数 ，P 为 它 的 
外 接 回 上 的 任 一 点 设 字母 符号 如 图 81 标 出 ，P 就 
在 弧 生 .A: 上 . 令 P4i:=ai, 试 证 明 ， 
当 我 们 交 声 地 加 、 泪 从 了 引出 的 线段 ， 印 ， 
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GE 二 十 0us 
我 们 得 到 的 始终 是 0. 
解答 ” 当 ”" 一 3 时 ， 就 是 前 面 得 到 的 基本 命题， 
在 那里 只 用 一 次 托 勤 密 定 理 就 侣 了 ， 为 证 明 推 广 鸭 
结果 我 们 不 项 反复 地 用 这 条 定理 . 
用 4: 表 示 把 正 * 过 形 分 戌 一 铺 为 了 过 另 一 俩 为 
一 了 边 的 对 角 钱 长 ， 则 对 全 部 的 1 都 有 46; 二 4,.;。 注 
意 ,d, 吉 是 n 边 形 的 一 条 边 . 于 基 团 边 形 A,P 了 41.4; 的 
边 和 对 角 线 就 表示 成 图 81t 右 ) 怠 样 ,要 探 托 革 密 定 
班 ， 我 们 村 
dd Hd, +d;_ a,, 
令 ? 二 2，3， 一] 就 得 到 #4 一 2 个 结果 ， 再 在 
前 闸 站 上 位 等 式 人 ia 一 人 2 ， 后 而 旗 上 ccom 
dq 大 得 到 一 组 落 ? 个 方 性 
do =A 
dn de, Hd 0, 
dias—=d0) da, 
da da, 


dad dd 2 
dd 
及 于 列 于 亚 相 排放 国 私 
8 (a: 一 十 … 一 :二 ea 
= 《ai 一 4 (ddidtdam TF” +d,_, 
198 


一 9 {之 所 以 基 一 瑟 -， 是 因为 4 一 1 是 偶数 ) 。 
出 于 dd dd ", 所 Bdl 一 Gds 
Le 二 ,于 是 得 


200 


7 十 七 、 又 一 个 
等 音 图 方程 


3 ”十 437 一 忆 3 
征明 » 刍 于 2 倍 平方 数 ， 


解答 仿 & 表示 整除 ? 的 最 大 平方 数 ， 并 设 
y 二 HR 。 于 是 # 绝 无 重 因 于 ， 否 则 就 有 大 于 外 的 一 
个 平方 数 能 除 尽 ” .由 
Vv Y= 
推出 
vy 1) 一 2 
nk:(y 二 +4) 一 2 
六 表 其 
Rlz*"， 肉 而 R|z. 
”全 zz 二 m8， 出 52823932 十 4) 二 m:R?， 凤 n(Cy’ 尘 4) 
二 m? ,这 说 明 n(y ?十 4) 是 一 个 完全 平方 .但是 ?是 
没有 重 因 子 的 ， 所 以 1 的 全 部 因 子 必 然 要 在 y 十 4 
中 出 现 ， 这 束 是 说 
二 44， 
由 于 y 王 1&3， 所 以 


< 人 


名 站 有 十 4 因而 4， 
于 是 8 一 1，2， 或 4. 因 为” 不合 重 因 了 于 ， 故 二 4， 
要是 # 为 了 ， 那 来 由 nCy 十 4 一 天 得 
yy 二 4 二 加 7? 

然而 实际 上 不 存在 相差 为 4 的 两 个 平方 数 ， 所 以 如 
果 原 方程 有 解 的 话 ，23 肥 甬 等 于 2 .这 样 一 来 ?就 是 
一 个 平方 数 欧 两 售 了 .。 

我 们 指出 y 一 2 一 2.1:)，z= 4 就 是 解 ， 而 且 
可 以 证 明 是 唯一 的 上 月 伏 数 解 。 


2U2 


大 十 八 、 复 数 的 一 个 
”不 寻常 的 性 质 


x=lTiv 3, y=1l—iv 3, 3= 2 (i= 
w -1) 时 ,下 面 二 式 是 成 立 的 
XV XY xy 2 
现在 语 包 证 明 上 式 的 令 人 吃惊 的 推广 : 对 于 好 上 选 
乍 的 Y，7， 2 的 特定 入 ， 方程 
X ys 
对 一 切 豆 数 8 之 3 部 成 六。 


1 


解答 ”和 作 简易 的 计算 便 若 道 x? 与 x” 部 侍 于 
2 . 国 为 09 64 十 2，6#8 十 3，8% 二天 不 2 人， 太 
于 3 的 寺 这 必 形 如 3 二 1 或 人 2 一。 
若 bp 一 6 十 1， 央 
wr yl tl 


二 (~x") 十 


因 <= 2 ， 
NPT Y= 00 2 n= 
203 


1 iil1 
x ty 2 2 


我 们 便 可 类 似 地 证 明 方程 对 了 ==6# 一 1 也 成 立 。 
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六 十 九 、 辐 链 


图 8 
在 C, 的 右 侗 作 一 个 半径 为 1 毫米 的 下 CC 与 C, 和 工 相 
场 。 在 外 铜 右 过 作 一 族 贺 Ci， 使 每 个 欧 C: 都 与 Ce， 
工 各 Ci- 相 切 .这 些 玛 越 来 越 大 ， 最 后 ， 贺 的 个 煞 再 
也 不 能 增多 了 .试问 这 种 再 圣 多 能 作 多 少 个 ? 


解答 ”约定 库 离 的 单位 用 训 米 ， 那 末 角 5: 的 半 
径 为 1]， (的 半径 为 10 。 把 这 族 加 关于 2 为 中 心 ， 
2"10° 为 半 色 的 图 I 作 反 和 解 (图 83),[ 关 于 圆 反 演 ， 请 
参阅 参考 文献 .] 因 为 工 通过 了 反 演 中 心 2， 所 以 它 
就 反 演 成 它 站 己 . 而 了 与 Co 相 内 切 ， 不 息 设 切 点 
为 扣 ， 因 Cs 遥 过 2 , 故 反 演 看 的 像 是 一 条 直线 C， 即 
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I 与 C, 在 XY 处 的 公 切 线 , 于 是 上 与 Co! 就 是 C0, 的 切线 ， 
分 别 在 同一 直径 的 两 端 与 C， 相 切 .因此 工 与 C,' 平 
行 ， 望 成 平面 鞋 的 一 条 带子 8 


mr Fm = ne [PE 


站 下 一 上 tat 
A MN -一 一 -一 -一 一 一 | 
图 3 
地 这 训 贺 中 的 天 一 个 辕 C; 都 与 C, 和 工 各 急 ， 
所 深 它们 怎 一 个 的 长 Ci 也 就 于 S 的 两 条 这 其 贡 .， 除 
Cu 让， 这 族 思 中 没有 一 个 通过 Z， 所 以 像 C 和 冤 是 
加 , 注 样 一 求 ， 这 族 辐 中 两 两 丰 切 的 冒 的 像 就 组成 
一 排 管 回 ， 它 们 两 西 契 切 ， 以 $ 的 两 边 为 界 . 多 
六 同 儿 和 Ci 一 样 大 。 岩 汶 C, 在 反 锭 图 I 内 党 进 阅 
心 z， 所 以 它 的 像 吝 在 7 的 反面 ,在 条 带 S 的 返 光 1 所 
斑 方 .i 依次 到 供 1，2;，3，… 了 时 ， 这 一 排 像 国 大 in 
着 5 问 Cs 往外 ， 
设 C1 与 C1 分 别 在 Y 与 了/ 号 5 丰 切 ， 用 毕 达 哥 
斯 定 还 很 快 就 知道 ZY=2+10 (图 84)， 于 是 册 反 
关系 知 
PR 一 108 十 1， 了 SG=10 -1 
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鼓 ZY 一 OR 
一 (0 TD (0 1) 
= 10 = 2*107, 
ZY。ZY/ (2010°)? 
2a10 277 一 410 
2 一 210 = 1000(2*10°), 
这 是 1000 个 C 的 直径 . 
所 以 从 C， 到 Ci 怡 好 可 容 下 1000 个 图， 也 就 是 
说 C i004 正好 与 C, 相 切 ， 
但 是 不 难 署 出， 关于 I 作 反 演 后 C .000 就 是 自 
己 的 像 .由 于 7 的 半径 是 Co 和 CC i066o 中 任何 一 个 的 
半径 的 两 售 ， 抽 Co 与 Cs 又 切 于 工 | 点， 所 以 工 在 
cu 上 的 像 工 由 于 Z，T 共 然 的 缘故 ， 就 正好 位 于 
C i000 号 的 四 点 玉 的 上 方 。 这 个 点 环 也 就 是 了 与 五 
上 的 菇 成 。 央 呈 Co 的 三 个 点 了 及 邢 分 别 反 演 
成 了 ZT’'， 了 TT 及 WW， 这 滥 明 Cc oo06 挛 成 了 它 自己 . 结 
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论 就 是 ，Ciooo=C oo 与 C 大 小 一 样 . 在 画 这 族 
圆 时 ， 越 到 后 面 圆 越 大 ， 到 达 Co66 时 就 变 成 和 最 
宁 的 加 cu 一样 大。 所 以 圆 的 链 环 到 此 再 也 无 法 多 
加 一 个 而 了 .Ceoo 就 是 这 个 链 环 中 的 最 后 一 环 的 
那个 图 。 

注意 ， 我 们 这 族 贺 组 成 了 (关于 Cu， 工 的 ) 施 
钥 纺 (Steiner) 链 环 的 一 部 分 ， 这 里 把 直线 了 看 成 
半径 是 无 穷 大 的 贺 . 


参考 文风 


Coxeter and Greastzers (eometry Re- 
visited, vol 19， New Mathematical Libr- 
aATY, Math,Assoc ,of Americas pA08 ii, 
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七 十 、 完 全 平方 数 
末尾 的 重复 数学 


试问 完全 平方 数 玉 尾 非 零 相同 数字 最 多 有 和 多少 
个 ?并 求 出 一 个 最 小 的 这 种 平方 数 ， 


解答 对 任意 自然 数 # 均 有 
i 三 如 十 I， 直 2， 十 3， 土 和 或 5 (mod 10) 
鼓 
ni 三 0，1，4，9， $6 或 5 {mod 10), 
所 了 太一 切 半 方 数 的 末尾 邦 不 会 是 2，3，7，8。 玫 是 
我 们 只 消 研究 1，4 5，6，9 这 几 个 数字 ， 册 于 = 要 
么 是 侦 数 ， 要 公 是 青 数 ， 所 以 
ni (00) :er dg ， 或 nn: 二 {2a 十 1): 
= 40a Fa) 二 Ti 
这 表示，# 三 0 或 人 (mod4). 因 为 数 且 字 
abrrexy=ap mc00 fx yxy( mod 4), 
可 以 大 出 ， 平 方 数 不 会 过 11，55，66 或 99 亲 结 民 ， 
因为 这 几 个 都 三 2 或 3Cmod4) ,所 以 平方 数 末 屁 的 相 
同 非 零 数字 内 可 能 是 4. 
只 要 一 个 平方 数 的 末尾 有 4 个 4， 那 来 
nbcddd4e= a0cO000 十 4400 十 4， 


209 


因为 1610000，164400， 所 以 ?2 三 1T2f mod 
16) 。 填 以 16 为 模 ， 就 有 2s0， 士 1， 士 2 士 3 
士 4， 士 5， 土 6 十 ?或 8， 由 此 就 有 

fs=0，1，4，9，0， 9 4 1l; 或 0， 但 钨 不 
是 13. 
因此 平方 数 玉 尾 至 多 只 能 有 三 个 非 零 相同 数字 ， 
4 直 不 是 平方 数 , 我 们 发 现 

1444= 382, 

这 个 数 求 尾 是 3 个 4，, 世 旺 最 小 的 这 种 平方 狼 。 


1u 


在 A4BC 中 4C= BC 以 C 为 心 作 半 逢 <AC 
的 区 区 (图 35). 斌 在 多 上 求 一 点 P， 使 其 切线 平分 角 


Pb, 
(人 
Y \ P 


| 
A 


解答 ” 令 人 惊讶 的 是 ， 对 问题 中 的 任何 国 苹 ， 
点 P 郁 在 和 俯 48C 的 外 们 加 5S 上 (图 86). 

专 CDD 汶 5 的 过 C 的 耳 径 ， 则 人 人 CPD 为 耳 角 , PD 
就 成 了 在 P 点 切 于 五 的 切线 ,但 是 ， 因 为 AC= 3C， 
故 C 了 平分 4C3B, 因而 卫 平 分 级 48. 所 以 APD= 
了 
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= 


七 于 二 、 不 等 式 


设 下 列 联 立 不 等 式 组 有 解 x 存 在 ， 问 整 数 ? 最 大 


是 多 少 ? 
Rxt<R 二 1, k=l, 2 3 '*", 和 提 | 
] «x2 
2 < 
3 所 二 
4 x 6 
9 


解答 + 最 大 是 4 ,如果 有 x 满足 了 前 5 个 这 种 不 
等 式 ， 那 末 册 第 3 式 得 
3 
又 从 第 5 式 得 x5<6。 于 是 得 到 
35 <X15<65， 
这 就 等 于 是 车 求 243<216。 肉 此 应 该 9 4 ， 
由 于 二 v2， 所 23 与 WY 5 之 间 的 任何 x 
满足 前 4 个 不 等 江 ， 
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七 十 三 、 正 26 边 形 的 一 个 
意 想 不 到 的 性 质 


在 成 0 为 心 的 一 个 圆 内 有 一 个 内 接 正 26 边 形 
4 .44 图 87). 贺 心 DO 关于 弱 4 ,4 与 4 A， 的 


反射 像 (对 称 点 /分别 为 O 与 0:, 试 证 几 这 样 一 条 突 
出 的 性 质 ，010;, 等 于 图 内 接 正三 角形 的 边 长. 


解答 、 取 园 的 半径 作为 长 度 单位 .我们 以 网 半 
径 作 步 长 ， 在 圆周 上 得 六 点 画 出 正六 近 形 ， 每 隅 一 
个 顶点 相连， 得 一 加 内 嫌 正 三 角形 。 由 余弦 定 律 可 
知 ， 单 位 圆 内 接 正 三 角形 一 边 之 长 为 也 下面 我 
们 来 证 明 0D,O; 一 v 子 . 
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oO9: 是 4ss41: 的 垂 百 平 分 线 ， 它 要 通过 4 
同伴 地 OO 要 通过 4 .把 正 26 过 形 的 一 条 过 所 对 的 
辐 旋 作 表 示 成 9， 则 9 二 27/26 二 Tz/13， 因 而 人 A100 
4: 二 9; 项 454 1 与 4,4 的 中 成 分 别 为 信和 了， 
则 正人 AA.10X 一 0， 人 A;0Y== 区 .由 于 半径 A1U， 
有 1， 所 让 人口 革 = 二 co050， OF 二 cos%8， 其 二 售 
OO = tos0, OO.,—=2c0520. 

对 CeioO: 用 付 芒 定律 得 

OO0i=0O07 40O0i—2(00,}(00,)cosd0 


= dcosi0+dcos:D— 2(2c050Y 
(2cos20)( (cosdd), 
下 面 只 用 一 些 尽 人 秋 知 的 三 角 公 式 就 够 了 .由 
cos2x 二 2cos?x 一 1 推 知 4cos2 wx 一 2 十 2cos2x 
于 是 
OOl={2+?cos20) 十 人 2 二 2co3s40) — 8coso 
*COSDUOaCOsd 
二 4 十 2cOS20 .2C054 一 8C0s0+:c0520 。 
COS49 ， 
你 看 ， 通 冬 忆 sin0 总 有 
OO OsIn0=151r0 -2sinde eos -tosinde 
COS40— 8sindcosdcos20.co0540. 
但 左 
gsindrcosd cos0 cosdd = 1sin20 cos2a0e 


2 了 3 


f 吕 5 生 和 
一 2S1040vCo05s49 
一 S1n8D， 
而 对 一 切 晶 然 数 # 多 有 
?sindreosnd= sin(nt1)9— sin(Cn —1)0, 
因而 
OOisind=4s1n06 (sin3d— sind)+ 
(sin50— S5138)— sind0, 
然而 由 9 二 x/13 有 136 一 r， 也 二 以 囊 孙 为 56 十 0 
一 工 从 了 而 Sina 的 一 Sin8e ,所 以 


OOisind=35in, OO0.=w 3. 
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七 十 四 、 再 痰 
元 全 平方 煞 


试 证 明 使 
X 十 % 十 x* 十 十 1 
是 完全 平方 数 的 * 只 有 x 二 一 0 3, 


解答 ”这 个 问题 一 直 拖 了 七 年 都 未 解决 ， 后 来 
贝 奈 特 (Bennett) 教授 用 大 家 熟 知 的 “了 完全 平 
方 ”的 办 法 巧妙 地 把 这 个 难题 攻克 了 ， 

我 们 来 求 方程 

3 一 2 十 X tx +*+1 
的 整数 解 ， 试 用 x 去 确定 y ,我们 知道 


(2 十 可 ) :一 X4 十 Ya 十 条 ， 
这 正好 提供 了 前 两 项 ， x! 十 也 十 1 的 值 相当 接近 要 
求 ; 但是 
x? 十 地 十 1) xt 十 x 十 
y+ 7 x’, 
在 > 关上 时 又 天 了 一 点 . 另 一 方面 ， 
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(x 


— yf aE es 人 3 ty?, 


不 等 式 的 得 出 基因 为 (5 一 2w5)/4 是 正 数 ， 省 x 半 
一 (3 十 5)727 无 理 数 )， 因 此 我 们 得 到 了 其 个 知 
计 值 ， 一 个 大 了 ， 另 一 个 小 了 。 所 以 ，y 的 大 小 一 
定 是 这 两 个 近似 值 所 确定 的 范围 中 的 茶 一 值 ， 


十 实 中 < yx 二 六 十 1， 
也 就 是 


Sr) _ tt 


对 于 (ww 了 一 172<RSs2 范 围 内 的 某 个 实数 素 ，> 的 
大 小 必定 可 以 精确 地 由 下 式 得 出 ， 

EE : 
但 是 * 与 ?都 是 整数 ， 所 以 (x 十 /2 必 为 循 数 ， 
从 而 x 十 R 就 必须 是 偶 整 数 ， 站 也 就 必须 是 整数 。 由 


于 (vw 5 一 1)/2 的 值 在 0 与 1 之 间 ， 因 之 R 在 上 述 范 
国内 的 整数 秆 只 有 1 与 ?， 即 =1 或 2， 
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k= 二 2 时 ， 我 们 看 
3 一 % 十字 十 1 
外 先前 如 得 出 的 


3 和 + 2 ...9 1 Db 
(x 二 地 十 1 — YY} TT 
得 到 y2 一 2 十 二 2 具 而 得 = 二 0. 
二 1] 时， 我 们 有 
| yi 一 *2 十 > . 
然而 很 容易 验证 


yo (1 4+) — St) . 


2 
所 以 相克 二 1 中 就 有 
yi =~ +t) n 
这 区 活 (x 一 3)(x+1)=0， 从 而 x 二 3 或 1. 通 
过 浓 规 性 验 ， 证 沁 xX 三 一 ]，0，3 和 的确 使 y 了 整数 
便 ， 这 束 是 本 题 要 证 的 绪论。 
很 长 时 间 以 来 我 一 下 觉得 这 段 推 理 很 不 错 ， 的 
确 坪 粘 为 引 人 注 日 的 一 项 成 就 ， 也 以 当 我 在 南非 开 
普 教 地 区 为 高 中 学 生 所 办 药 简 丁 油印 刊物 “数学 文 
摘 ” 上 发 邮 还 有 一 个 类 似 的 更 加 优 关 的 解 管 和 时， 
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真 感 到 慰 芥 和 和 高兴、 该 刊 挟 开 普 部 大 学 约翰 ， 威 布 
(Webb) 教 授 主 编 的 ， 下 面 引用 的 解法 登 证 1973 
年 了 月 导 上 ， 


x x 
xX 
( 2 中 


一 党 4 十 和 十 和 十 基 十 1 (TT 1) 


一 一 二 (3X? 二 x 二 4)， 
因为 3x “+4X 十 4 的 鞠 别 式 5《 即 生 一 439 和 一 一 32) 
为 负 ， 所 以 对 一 著 实 数 x，3x* 二 4x 十 4 都 起 正 的 . 
因此 ， 
) 


《区 2 十 了 ys 


+ 和 < 1 


由 于 +Xj2 一 XX 十 广 ) 对 一 切 整 数 * 部 是 非 负 


的 ， 所 以 
| 2 YE i 本 
过 万 一 和 十 人 
于 在 得 到 


“+1y[. 
如 果 x 是 偶数 ， 则 4*+ 六 就 是 整数 ， 而 更 
大 的 整数 |y | 必定 比 它 至 少 大 1， 和 如 果 * 是 奇数 ， 册 
x 一 了 在 赔 名 一 整数 之 间 的 申 部 ， 因 而 1y| 比 它 


只 可 能 大 地 . 无 论 如 何 总 有 


, > 2 -i 
”| 之 人 2 2 
出 这 得 
r 5 区 ， 工 
x4 二 x 十 二 NX 十 二 二 一 
YY 江 re 了 本 


一 区 4 十 ws 一 和 2 十 区 十 了 十 (条 一 二 一 工 ) 


一 2 十 寺 (x 2 一 2X 一 3 
此 式 瘟 通 
X30 
(x+ i) (x 3) 0, 
这 就 把 x 的 值 限 制 在 (一 1]，0，1，2，3) 之 中 了， 
吉 接 把 这 些 涩 进行 验算 ， 就 能 排除 x 二 1，?2， 革 下 
芍 解 也 就 得 到 了 ， 


七 二 五、 奇怪 的 
多 项 式 


若 Ptx) 荐 一 个 ?次 多 项 式 ， 且 
下 (2 (n+1), 
试 求 Pln 2)， 


解答 ”周二 项 式 定理 知 
a= 1} nlst "Cn" N=], 
9 
设 i 是 -个 任意 确定 的 日 然 数 . 我 们 来 考虑 多项式 
Fx + Oly + "+O.). 
17x) 中 浴 数 最 高 的 项 是 
gca = 2 X12 


nn 
这 时 x 的 2 深 式 ， 所 以 并 Xx) 是 # 光 式 . 但 是 x 二 1， 
2，*…， 十 1 时 我 们 有 
fx)=2 [1+ 了 TO =2 

CL 对 Ca 一 0 
这 说 明 天 x) 与 质 求 的 PCx) 邦 正 # 钦 式 ， 并 且 对 
YX 一 1]，2，… 这 #1 个 数值 和 它们 的 什 相 
导 。， 广 以 亿 x*) 恒 等 寺 PL%)， 十 是 有 
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Fn 2)==— (c 0+ + b+ Ct) 
=2( 2 CEH) 2 2 


癌 样 可 得 
pin+3)=2( 2 Cet Citi) 


=2( OF T2 一 《1 十 2 一 1 ) 2 全 一 2 一 6， 
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七 十 六 、 形 心 加 


设 4， 局 ， (CC， 也 是 贺 周 上 的 四 个 点 ,CA， Ca, 
Ce，、Crn 分 别 表 示 三 角形 BCD,， ACD, ABD， 
BC 的 形 心 (图 88). 试 证 Ga GB，Ge Go 四 点 共 


以 
LS 


到 28 


解答 ”在 4，B8B，C，DD 四 点 上 各 起 一 单位 质 
量 ， 用 人 表示 这 个 系 统 的 重心 ,4，B， 忆 处 的 单位 
质 碟 等 价 于 Cu 处 的 三 单位 质量 ,于 是 整个 系统 网 等 
价 于 Gp5 处 三 单位 质量 与 已 然 的 一 单位 质量 ， 折 以 安 
必定 在 GoDD 上， 并 以 4143 的 比重 把 它 分 为 两 段 ( 国 
81) ， 
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同样 ，G 也 必须 在 和 G44，GEB，GoCT 上 ,并 按 
1: 的 比 便 分 革 各 线段 .这 样 一 来 ， 膀 胀 变换 G 
《110 就 会 把 用 ，B， 亿 , 咱 分 别 计 为 G，，Gs， 


图 89 


fc，Cpn, 但 是 经 过 及 胀 ， 贺 依然 是 加 . 由 于 4， 忆 ， 
CD 共 辐 ， 所 以 Gs。，Gs，Ge，Go 了 世 共 闻 ， 

对 任 一 和 多边 形 的 # 个 顶点 ，(n-1) 个 顶点 的 诸 
集 的 #4 个 形 心 可 以 确定 一 个 类 似 的 多 边 形 . 又 ， 在 
三 维 空 间 中 类 似 的 情况 也 成 立 . 

从 “ 故 学 ”入 手 往往 可 以 很 顺 轧 地 解决 许多 相 
当 蕉 解 的 几 知 学 问题 ， 要 证 明 三 彰 形 中 各 种 各 样 的 
点 ， 比 邵 形 它 、 内 心 、 格 和 尔 蓝 (CGergonne) 点 、 纳 
拱 尔 5Nagel) 点 等 的 在 人 在， 要 证 明 彻 我 (Cera) 定 
理 纯美 纳 劳 斯 (Menelaus) 定理 这 业 定 理 ， 都 是 很 

下 面 是 罗马 尼 亚 淮 行 的 一 次 初等 数学 竞赛 中 的 
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一 道 题 ， 我 们 来 解 一 下 淖 并 ， 

设 4，B，C 是 一 张 平面 上 的 定点 、A4/， 昌 8/ 
C7 是 另 一 张 平面 x 上 的 爸 动 点 ，A4’，BB',， CC 
的 中 点 是 5， 夺 ,入 ， 试 间 入 L 冲 NN 的 形 心 $ 的 执 迹 是 
什 公 ? 

解 答 ， 在 4，B，C，4，B'，C' 各 点 处 都 
驴 一 个 单位 质量 ，4 与 4 处 的 质量 等 份 于 在 中 点 
处 的 二 单位 质量 .同样 我 们 可 以 堵 出 整个 质量 系 等 
价 于 在 L，MM，N 锋 处 均 晤 二 单位 质量 .所 以 人 5 杂 
NN 的 形 心 5 就 是 整个 质量 系 的 恒心， 

4， 了 好 ，f 处 的 质量 等 效 于 入 48C 的 形 心 6 处 
置 三 单位 质量 ;同样 ，4i ,号 ，C 7“ 处 的 质量 等 效 
于 入 41B1C' 的 形 心 G' 外 置 三 单位 质量 . 这样 一 
来 重心 5 必然 要 平分 线 眉 GG'. 随 着 4'，B'，C' 
在 平面 r+ 上 或 动 ，G' 也 就 但 历 x 上 的 一 切 位 置 ， 然 
而 G6 在 其 所 属 移 平面 上 是 定点 ， 所 以 5 的 轨迹 就 是 
平面 4 经 拉 伸 变换 G(1/2) 所 变 成 的 平面 . 

本 节 最 后 一 个 问题 是 滑铁卢 大 学 RM 克 兰 姐 
爹 ( 开 lamkin}) 艇 决 的 ， 

试 证 明 ， 外 切 于 包 知 球面 的 绕 四 边 形 48CD 的 

切 点 P，@，R，S 共 国 ， 


和 解答 ”从 一 点 到 球面 的 所 有 切 线 部 二 一 村 二 
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肘 ， 令 4P=A4S=ao, BP=BO=4b,CQ=CR=c, 
DA 二 DS 二 df (图 80》 有 4，B， 避 ,DD 处 访 带 质 旷 分 


别 为 二 . 让 1， 上 并， 如 两 点 的 质量 弹 避 点 的 


中 
扰 是 反 向 相等 的 ， 所 以 它们 等 效 于 P 处 的 大 小 为 
(十) 的 质量 .同样 ，C，DD 两 处 的 质量 也 等 效 


于 及 处 的 某 一 质量 ， 所 以 整个 质量 系 的 重心 G 必然 
位 于 线 吴 已 及 上 的 某 处 ,同样 ， 百 ， 避 两 处 的 质量 合 
在 一 起 ，4， 万 责 处 的 质量 也 侣 在 一 起 ， 那 来 @ 必 然 
在 Q3 上 ,这 等 平 是 说 PR 与 03 必 定 相交 (于 G ) ,天 
此 它们 确定 基 张 平面 7 .居然 ， 切 点 了 了，Q， 瑟 ，5S 属 
二 平面 x 与 球面 所 截 出 的 辐 ， 
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七 二 七 、 容 易 误 出 的 
余 式 


x 二 x? 十 wx" 十 XxX4? 十 Xx: 除 以 xs 一 <， 剑 式 若 
何 ? 


解答 ”我们 有 
x 二 x 二 x 二 x 二 区 
x 


wx 十 十 二] 


Cr | 


(YL 一 1 十 14 一 1 十 (xz2+ 一 1) 十 (x 一 1) 十 5 


一 | 
由 于 x 一 1 能 际 尽 x*" 一 1， 畴 洲 余 式 应 为 53, 但 览 
从 分 了 分 母 中 约 去 过 Xx， 所 以 余 式 实际 上 应 为 5x， 
因为 


器 bx 


2 


七 十 八 、3 的 一 个 
育 特性 质 


试 证 明 ， 邵 果 w 与 4 是 两 个 自然 数 ， 那 么 w 和 
与 人 % 之 一 水 远 小 于 或 等 于 3， 


解 签 ” 设 x 一 x， 我 们 柱 证 明 芍 是 Vn 所 v3 ， 


即 n? <<33 ， 也 就 是 说 但 证 n* <<3", 我们 马上 会 看 
出 这 一 区 是 很 容易 用 归 续 法 证 明史 ,显然 ,对 2 一] 
2，3 我 们 前 论断 是 真 的 ， 今 设 
1 <3 
对 这 3 成 让， 于 是 
3a+1 一 99087383 一 如- 十 382 十 38 二 (32-3) 天 十 
Cn C30n nn 十 3231 十 1 
=(n 二 1)° 
因此 ， 对 r 三 # 论 斯 是 成 并 的 ， 
这 似乎 只 是 一 个 特例 ， 一 般 情 形 是 jr 半 Xn， 然 
而 ， 事 实 恰 愉 相反 . 因为， 如 条 w< 之 x， 则 
Nm Nn SEY, 
我 们 看 得 出 ， 只 有 入 一 ?一 3 时 等 导 才 成 立 。 
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七 十 九 、 正 方形 内 的 
， 一 个 正方 形 


加 图 91 所 示 ， 从 正太 形 的 预 点 周边 的 中 点 划 直 
线 ， 试 证 明 这 样 得 到 胸 小 正方 形 的 面积 是 友 正 方 紫 
的 1T75， 


5 
A 


解答 如 图 92 所 示 的 五 个 相等 正 方 形 组 成 的 
“村 学 形 ?” 中 ， 直 线 4 万 显然 和 PO 于 其 中 点 六 ， 园 
而 尖 各 有 形 4PX 与 《GD 全 等。 所 以 我 们 可 以 把 
六 APA 切 下 ， 放 到 和 信 了 OD 位 置 上 内, 在 4，83, C， 
中 各 点 部 这 样 作 ， 不 难 团 出 会 到 得 一 个 正方 形 . 
然而 而 积 不 因此 而 有 任何 灾 化 ， 所 以 中 央 小 正 
方形 占有 总 呵 积 的 1/5. 
230 
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写 出 偶数 个 1 构 惰 一 个 数 4， 写 日 个 数 少 一 叶 的 
4 构成 数 了 3， 试 证 4 十 也 二 1 永远 是 个 完全 平方 数 ， 


解答 误 几 和 有 ?全 ， 8B 有 mm 位， 于 县 


BS (5440 = 08.0) 63... 
二 二 全 3 3) 


Es ni ji 


=r C111){(99.8)=(11.17(10"—1) 
= 一 = 一 一 


ii7 mm re 
一 ] ON] 
一 一 一 一 ,一 
1?1 时 nil 


加 上 孝 B， 吏 存 22…2 一 2(11…1T) ,我 们 得 下 (3 ) 
~ 
i i 
+5B =111 1090 十 1 二 111 二 二 
~ 一 > 一 > 一 -一 
i nt 7 


要 此 
A+B+1=[ (35 ) + 及 +3+1 


3 “4 
一 (一世 上- 
(3 ) 2 +1 
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八 十 一 、 将 日 然 数 
分 组 


设 自然 数 分 组 如 下 ; 

(1), C2 3), C4 34 6), C7, 8, 93, 10), 
{11，]12，13，1d4，157，…， 并 将 第 偶数 组 划 掉 ， 
试 证 明 留 下 的 前 R 给 之 和 为 **。 例 如 在 二 3 时， 就 
有 

1 十 (4 十 5 十 6) 十 (11 十 12 十 13 十 414 十 15) 二 81 

二 3*, 


解答 ”第 x 组 之 前 有 x 一 1 组 ， 它 入 包 含 耳 前 


1 二 2 十 3 十 十 (一 1) 一 一 


个 数 ， 所 以 第 z 组 的 第 一 个 数 是 所 一 上 对 十 1]， 局 大 


可 知 ， 第 ?组 的 最 后 一 个 数 是 2 因此 第 n 
组 中 的 数 的 和 S$(n) 为 


stm= sf Dn 1 ] 
(72) 7 5 十 1 二 5 


hn +]) 
1 , 


划 云 一 些 组 后 剩 下 的 第 & 组 ,实际 上 在 原来 顺序 中 是 
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第 2# 一 1 组 ， 所 以 我 们 起 要 证 明 的 就 是 
St]) + S33) 二. 十 St2R 1) 二 RR: 

我 们 利用 数学 关 纳 法 来 证 ， 并 注意 $(1) =1， 
如 果 SC 二 SC 十 … 十 SC28 一 1) = 二 上 ， 则 1 
SC OCR) SRI) = + SR++1) 


了 ™ 
p+ (2R+1) [时 十 二 ， 


石 端 最 纤 可 化 为 (8 十 1)*， 
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八 十 二 、 深长 成 算术 级 数 
时 


hu 


~ 
SH 


[i 


斌 证 明 ， 如 果 三 骨 形 三 边 之 长 构成 引 术 级 数 ， 
那 末 联 钳 形 心 和 站 心 的 直线 与 一 条 过 环行 ， 


解答 ” 设 三 角形 4BC 三 过 的 关系 是 c<p<e (a 
为 与 顶点 4 相对 的 边 ， 余 类 扒 )， 于 是 ， 央 三 边 构 碟 
算术 级 数 , 故 有 a 十 c= 二 22， 

用 1! 表示 内 心 ，? 表 孙 内 半径 (图 93)， 则 面积 为 


AABC=ATAC+ AIBC+ ATAB 


1 1 ,1 
二 一 7 一 .一 
本 rr 7 a 十 7 六 
==r(atb +e), 
但 人 A2C 的 面积 为 亡 BD 必 ， 共 中 BD 是 从 53[ 册 的 
高 .因而 汪 BD 必 一 十 rlat+6+6)， 汪 是 得 


2 了 


7 _b _l1. 

BD H+Tb+ice 38 3 
这 说 明 i 在 与 4C 平 行 且 位 于 从 4 到 了 的 三 分 之 一 处 
的 一 条 直线 上 上 。 但 是 形 心 6 按 2:1 的 出 例 分 制 中 线 
35 由 于 是 相似 三 角形 )，G 因 而 也 在 工 上 ， 所 以 二 
硝 定 二， 这 是 一 条 与 过 4C 平 行 的 直线 . 


es3r 


CH435 9 lo 是 些 正 实数 ，bi，Dz，…， 
是 它们 的 任 总 重 排 的 结果 。 试 证 明 


解答 因为 x 个 正 数 的 算术 平均 至 少 等 于 其 几 


由 此 立 姑 得 证 结论 ， 
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1 污 | 一 
Cos Cas Can "rs C2 ! 


的 最大 公约 数 5 等 于 多 少 ? 


解答 “一 组 数 的 任意 一 个 公约 数 总 能 除 尽 这 组 
数 的 和 ， 本 题 的 关键 是 要 注意 下 式 ， 


Cst Cant t+ CH"i=2i"1., 
上 式 可 推 寻 如下 ,根据 二 项 式 定 理 ， 我 们 有 
RH 
XR 
x 二 1 人 时 金 部 系数 之 和 基 2:"。x 三 -1 时 ，+ 为 奇数 的 
系 煌 C3, 之 和 等 于 ?为 偶数 的 系数 Ci 之 和 .因此 已 


生 数 组 的 和 是 总 和 数 的 一 半 ， 即 2*:"":， 所 以 所 求 
指 最 大 公约 数 g 必须 整 除 22" 4， 因而 必须 是 2 的 科 
方 . 

傻 设 2 是 整除 2 的 2 的 最 大 琵 方 ， 风 状 一 249， 这 
里 4 大 育 数 ， 于 是 有 C2, 二 2# 二 2"*19， 因 为 8 整除 
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C3: 且 为 2 的 屠 方 ， 记 以 它 不 得 大 于 2*+? ,我 们 要 证 
明 8 二 2*1! ， 办 法 就 是 证 明 2:* 的 确 能 除 尽 系数 


C0 7 一 1]，4 5 3 2A 一], 


注意 观 轿 
r (27)! 
C2 (ann—r)l r! 
-20 cx ] 
r (2H—r}l{r—1)1 
= Canli 
rr 
.2g CI- 
六 


因为 * 基 奇数 ，《#. 是 整数 ， 所 以 在 化 简 的 时 候 ， 


分 子 中 的 2 ”一 定 不 会 被 约 反 ， 于 症结 化 也 陨 得 到 
了 了 。 
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八 十 五 、 费 饭 煞 
上 73 


F,—2t2") +1, 二 0，1，2，"…， 这 样 的 狼 虽 


葛 马 煞 ， 这 是 为 了 纪念 巷 国 数学 家 度 埃 尔 " 德 * 状 马 
《1801 一 1663) 而 到 胸 省 学 。 前 五 个 履 马 数 是 
3, 5 17, 257, 85537, 4294967297. 


你 完全 可 以 想象 FE =242 ?+1 每 出 来 会 有 多 各 
的 长 . 这 就 提出 一 个 辣 题 ， 把 巨 数 了 7 用 普通 的 十 
进 制 记 数 法 记录 ， 世 界 上 咏 有 图 书馆 的 全 部 书 是 否 
药 用 .为 了 回 短 这 个 问题， 我们 可 以 利用 对 涂 和 和 图 
书馆 作 的 最 粗 暗 的 舍 算 ， 

一 青 方 个 图 书馆 ， 每 馆藏 书 一 百 万 斯 ， 每 朋 书 
有 1000 页 ， 每 页 上 印 100 行 ， 每 行 容纳 109 个 阁 字 . 

加 题 的 常 二 课 分 是 记录 1s 时 最 术 3 个 数字 是 
什么 ? 


解答 1. 有 了 题 中 给 出 的 粗略 数据 ， 我 们 可 以 
得 出 全 开 界 图 书馆 的 总 容量 为 

(100) (100) (1000) C1000000) (1000000) =:1013 
个 数学 、 数 字 个 数 是 个 很 大 的 数 且 。 我们 的 问题 显 
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控 是 变 知 道 ;is 的 数字 的 个 数 ， 因 为 
2 01024»>10, 
我 们 有 
273 一 82027081021， 
9 8 0) ne] 
0 
所 以 Fis 包 售 的 数字 个 煌 不 上 ?24110 一 240(101?)》 
个 . 要 把 Ps 记录 下 来 下 要 求 有 有 240 个 题 中 所 说 的 
图 书馆 系统 ， 
2. 要 求 出 Fa 的 最 未 3 个 数字 ， 我 们 将 不 如 证 
月 地 引用 下 面 丙 个 善 名 的 发 现 ， 
(中 任 一 日 然 数 的 平方 与 其 32 次 方 ， 末 二 位 数 
永远 相同 : 
n= (mod100)s 
(1) 任 一 自然 数 得 立方 与 其 103 洪 方 , 末 3 位 数 
字 总 是 机 问 的 : 
nin3(mod1000), 
对 于 非 信 的 #&， 竹 质 ( 外 意味 着 (moc100) 


HA 

所 以 可 以 从 之 2 的 指数 中 减 去 20 而 不 会 改变 滋 方 的 
余数 (iol100)， 重 复 永 用 此 理 ， 只 要 最 终 的 指数 
?2 环 总 可 以 把 弛 的 倍数 约 去 ,同样 ,性质 (了 出 多 


许 (mod1000) 去 掉 100 的 倍数 而 把 指数 化 小 ， 只 要 
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最 终 的 指数 郑 3 就 行 ， 

这 样 一 来 我 们 便 有 

3150 tl 9! modi00, 
于 是 (Crmaod 100) 
2 二 2 “一 2 一 1024)7=8(2 人 一 192 三 92。 

河 曾 对 茶 一 五 数 49 有 

2 一 1009 十 92， 

用 性 质 (iil)， 我 们 得 


如 
ot2 ) -yieoqts2=2q2tmaod 1000) 


只 消 作 简单 的 算术 演算 就 可 得 到 2” ?三 896 (mod 
10007. 
因此 

F 二 2(2 ) +1 的 末尾 是 897. 

圣 , 热 尔 曙 (Germaia) 和 斯 二 (Steea) 为 此 月 
的 编 过 一 个 计算 机 程序 ， 他 们 算出 5 。 的 最 未 40 位 
是 z 
| 89473015189956721652962439357862468548917, 
现代 算术 的 最 著名 的 成 就 之 一 是 确定 了 大 得 无 


比 的 


1 和 
,3 一 322 ) +1 


是 复合 数 . 在 这 巨大 无 比 的 数 曾 前 ，F;， 就 显得 微 


2 了 3 


于 其 徽 了 , 得 是 戎 用 上 而 的 办 法 ， 确 定局 oss 的 末 3 
位 数字 起 至 出 确定 Eys 的 来 3 位 数字 还 刘岩 易 些 . 读 
者 试 证 一 下 Po 的 末 3 位 数字 是 297， 也 许 会 觉得 
其 乐 无穷， 
3 ,本 市 最 后 想 介绍 求 8;; 的 末 3 位 数 军 的 另 一 
个 渡 不 错 的 方法 . 
显然 
9 01024=265t—1{%t=41) 三 ~- ] (mod 25} 
应 用 二 项 式 定理 有 
2105 一 (219) =(251—1)! 
一 (25f)10 一 104(025t18 二 一 025F7) 
十 了 
除了 是 后 一 项 外 ， 二 项 展 式 中 的 每 一 项 都 能 被 125 
抽 整 除 ， 记 以 
929.10](mod1i25), 
但 
2” 一 2 772 二 (人 1772 (mod 25) 
=—8(mod 5 
由 此 得 知 对 茶 整 数 kA 有 2 = 二 208 一 8, 叉 显 然 4|273， 
因此 
27 5=0=—8(mod 4), 
2 全 一 4r 一 人 
式 中 7 为 某 一 整数 。 于 是 


| 


258 一 8 一 4r 一 8，258 一 4r， 这 董 讽 4| 兽 4 | 
令 k 二 4 太 ，， 得 

27°—=100k, 8 三 一 8=92tmod 100},." 
从 而 对 未 一 整数 4 有 - 

27 = 王 1004 十 92. 


一 加 


因此 
02) plo04ras 0 32100002309201)" 
(mod 125), 
即 


2(2") 


二 x(mod 125)。 测 


=2%*(mod 125), 


2°%=210=1] {mod 1?5), 
了 是 有 
2 一 256YX 三 6BxfmoE 125), 6%x 
三 1] (mod 125}. 


出 批 得 
Bx=1286(mod 125), x=2%1 
三 一 ]04(modi1?5)., 
所 以 
了 由 
p22 oy 104 (mod 125), 


然而 显然 有 81242 “这 意味 着 
2(2 “) 一 兰 一 104 {mod 8), 


2 


2 人 2 ) =1255 104= 8w—104, 
由 此 推 知 ，8 | s，1000| 125s， 
242”) 10007104=—104(mod 1000; S88 
《mod 1000) ,记忆 1s 的 最 术 3 位 数 是 897， 


因此 
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”四 这 形 
贺 睛 接 喇 过 有 形 486 夯 两 组 对 边 延 长 后 务 别 奖 于 


P 与 QO( 图 94). 试 证 角 P 与 佣 Q 的 和 分 龙 强 站 ABCD 上 
记 硝 定 的 四 这 形 BHGB 恒 为 攻 珍 . 


图 34 


解答 ”因为 48BCD 内 接 于 略 ， 蔬 以 外 角 Pee 等 
于 从 对 前 44， 由 于 了 2 平分 一 9， 破 入 AQE 的 骨 等 于 


六 COC 的 骨 . 因此 

CGO /AEQ. 
但 ACGO 一 一 PE 对 顶 角 》， 
因而 


APEG 二 PGB， 故 八 PBG 是 等 腑 三 角形 ， 


2 他 


所以 忆 P 的 分 角 线 是 底 边 EC 的 中 重 线 . 及 和 了 
因 次 中 一 诅 夺 ， 教 与 ，G 两 点 等 距 ! 同 理 ， 了 和 人 G 
也 与 上 及， 天 等 中 ， 斌 以 BFGH 是 著 形 ， 


pf 


和 八 十 七 、 自 然 数 的 
特别 三 数组 


找 出 两 两 五 素 的 不 同 的 三 个 自然数 xx，y。，2 押 
组 成 的 一 数组 ， 使 每 数组 中 任意 两 个 数 的 和 能 被 第 
三 个 数理 除 ， 


解答 诅 这 十 的 一 个 三 数组 的 三 个 数 是 xy， 
>， 拭 有 凡 xY<y<2> .于 是 
人 十 和 之 2 全 祈 二 22， 

即 是 说 z 除 和 数 x + >y 商 2 都 办 不 到 ， 因 此 只 能 商 1， 
从 有 而 有 XY 二 z， 

这 样 恒 有 * +z 二 2x 十 y》， 和 由 十 左边 的 和 能 被 > 
整除 ， 所 以 2x 能 被 整除, 然而 2x 二 2y 也 表示 2x 连 
y 移 二 傍 都 达 不 到 ， 所 以 3x 只 能 等 于 y， 于 是 有 

XX Y= 2 二 + Y=, 
因为 这 些 是 两 两 互 案 的， 所 以 x 必 为 1， 从 而 得 到 唯 
一 的 管 案 (1，2，3)， 
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八 士 八 、 一 此 
素数 的 和 


令 0- 表 六 前 上 个 素数 的 和 ， 
一 上 十 省 十 吃 十 十 站 an 。 


试 证 明 在 S. 与 $4 之 闻 一 定 有 一 个 完 金平 方 数 . 


解答 7 一 1]，2，3，4 时 结 论 容 易 验 证 . 今 省 
虑 # 之 5. 设 两 个 正 实 数 Y，Y(Y<yD) 的 平 订 根 所 宽 
数理 的 黄 调 ， 央 定金 平方 mw - 攻 在 < 与 ?之 间 ， 陋 : 

车 Wx yy 
如 果 wy 一 wx 2， 风 w sr 与 Ay 之 间 的 区 问 必 
定 很 宽 ， 不 可 避免 地 会 包 合 - -个 整数 ， 无 论 这 整数 
可 能 出 现在 数 钠 上 的 和 柯 处 ， 这 等 于 基 说 

ws yl ex, 

yD 十 2 x 十 区， 
Vil vx. 
下 面 我 们 诉 骨 ， 对 任意 的 x*， 恒 有 
Sri— S12 Ss 
从 而 得 到 题 中 的 录 论 ，. 
我 们 管 令 


230 


So 2 十 3 十 5 十 7 十 11 十 -… 十 力 ，， 

#5， 从 术 和 得 合十 14 二 ;十 ?十 11 ， 这 里 面 
氧 39 这 个 数 ， 村 时 我 们 不 要 2， 但 监 把 所 矶 的 奇数 
部 暑 拓 进来 ， 我 们 至 少 查 多 得 +9 -2 一 83， 所 以 ， 

1 十 3 十 5 十 十 办 
右边 是 从 1 至 加 .的 全 部 奇数 之 和 ， 

从 1 到 路 一 1 的 全 部 奇数 之 利 为 

1 十 3 十 …… 十 (28 一 ]) 一 人 十 12R 一 1}] =k*, 

加 一 2 天 一 工时 ， = 坟 (1 十 Pr). 所 以 从 1 到 Bp, 的 全 


部 奇 下 之 和 为 了 (1 十 加 )*。 这样 ~ 来 


下 


$, 
~ 


(1 二 pa), 
因而 
VB < 1+ ), 
换言之 
7 0 一 《1 十 Pp,)， 
于 各 ，D oi 至 少 必 有 席 是 ps 十 26 于 入 9 导 #oy1 不 
相信 ， 所 以 


Dat —On= pr! 


2 2 


25! 


一 | 十 ( 1 二 pb,) 
1 十 2wAS 
这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 。 


2 


- oo 


八 十 九 、 又 还 企 
古怪 的 数列 


六 个 问题 潮 的 蕉 声 毕 一 个 自然 数 数列 的 二 怪 办 

法 ， 出 加 我 们 诡 从 强 弛 大姐 肾 ， 我 们 有 

4 时 4 日 ， £8, 11, 12, 38, 4s 4 四 
数列 中 名 项 是 这 样 确定 的 ， 扫 1 加 和 前 一 项 的 寨 二 
子 的 和 鞋 去 ， 振 全 索 因 子 在 和 中 出 现 的 次 数 就 是 贸 
素 和 信子 在 素数 分 艇 式 中 的 齐 次 数 ， 我 村 少 

2520==-1s292w67， 
折 居 确 震 郧 下 一 琐 基 

] 寺 3*2 十 2*3 十 5 十 7 二 25) 
阿 25 二 1:5* 又 确定 了 再 下 一 项 是 1 十 2.5 二 11， 愉 此 


类 扒 . 

藻 # 的 守 数 分 姐 汐 4 二 p21P9 Dua*， 别 # 后 
那 一 项 [表示 成 1{#)] 就 时 f(D 二 1 二 gD 了 1 十 qep: 
二 

由 于 不 7) 守 8 j8) 一 7 ， 所 以 -县 出 更 了 8 或 
7 藉 会 窒 和 7, .8，7… 这 种 无 依 目 的 摆动 出 现 .我 
妇 豚 问题 喜 是 村 证 期 首 项 这 药 且 然 数 数 列 一 定 会 
包含 8 或 7， 因 而 从 某 项 起 就 必然 机 于 8，7，8，7… 
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这 样 的 摆动 ， 


解答 ”在 阐述 本 问题 所 用 的 例子 中 ， 自 然 数 数 
列 从 2520 才 一 - 步 就 隆 到 了 了 25 这 各 小 ， 再 下 一 步 就 降 
到 了 更 小 的 数 11 ,我 们 不 免 会 认为 7) 水 还 小 于 
x， 然而 12 孝 紧 随 11， 这 来 明 并 非 如 此 . 其 实 p 为 汉 
数 时 fp) 二 乡 十 1， 不 过 我 们 认为 一 般 来 讲 了 (2) 小 于 
n 还 是 正 殉 胸 。 我 们 将 看 型 这 种 数 列 具有 在 索 数 项 
之 后 才 上 升 ， 疝 且 只 增加 1， 而 在 其 余 的 时 修 ( 但 除 
开 # 一 8)》， 数 列 每 一 步 至 少 也 要 减少 2: 

# 为 复合 数 时 ，f (DD < 么 ?一 2 但 x 一 8 除外 .( 对 *# 
8， 只 减少 1)， 从 这 一 结论 很 快 就 能 推出 我 们 想 
得 的 结 华 

在 推理 进程 的 某 个 时 候 我 们 必须 丰 明 ， 汉人 
6 时 ， 总 有 f (nn)>6. 位 查 儿 个 简单 祖 襄 由 可 得 出 这 
一 上 结论， | 

《让 着 # 有 大 至 ?这么 太 的 聚 因子 ， 那 末 fm) 由 
TE 比 2 的 任意 素 因 子 大 也 就 大 于 6， 奔 以 我 们 只 逢 
游记 其 素 因 子 为 2 3，5 的 煞 ， 

五 一 2 55 。 

(ii)， 著 czz2， 刚 Fa) 21 十 2*5>>6。 

车 c=1T， 那 来 ， 要 想 和 06，oy 所 之 中 至少 应 
有 一 个 不 是 零 ， 于 是 f(t) 之 1+4+5+ 2>86， 这 样 就 条 
下 形式 如 下 移 数 了 ， 
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# 一 233 对 应 于 < 二 0， 
(iii) 若 83a2， 册 六 51 二 23 六 6， 若 5 一 1 
履 末 要 想 r>>6， 几 有 422 于 是 有 (9) 守 1 十 2: 2 十 3 
>6. 这 样 一 米 只 需 考虑 形 如 4 一 2 的 数 了 ， 
(iy) 又 n>6， 必用 4 3 于 是 f (1) sz 十 3， 
2>>6. | 
济 到 这 里 ， 我 们 便 可 以 明 自 闵 个 接 详 过程 是 外 
么 回 事 了 .#6 时 ，f(n) 也 大 于 6. 大 于 6 的 素数 # 
是 奇数 ， 因 而 fp) 一 上 十 1 为 偶数 ， 亦 即 复 合 数 ， 数 
列 中 相 分 二 项 必然 是 下 列 三 种 类 型 《不 会 有 素数 项 
后 仍 为 误 数 珊 的 情形 )， 
…， 汝 数 ， 复 台数，- 
…， 复 合 数 ， 素 数 ，… 
…， 复合 数 ， 复 合 数 ，… 
若 相 邻 二 项 中 任 一 项 是 8 ， 那 就 要 开始 播 摆 振动 
了 ， 此 时 数列 正 合乎 我 们 的 要 求 . 因为 对 于 不 是 8 的 
复合 数 4，f(#) 至 少 要 减 小 2， 所 以 我 们 从 三 种 类 型 
看 出 ， 每 走 丁 步 净 践 量 宗 少 是 1 ， 例 如 ， 
“复合 数 ， 案 数 ，" 
J 
素 少 失去 2 . 得 到 1 
兆 失 至 少 为 1 
沁 此 数列 的 交错 项 又 给 出 一 个 子 数 列 ， 在 子 数列 中 
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只 要 不 出 现 8， 它 议 是 严格 递 研 的 数列 .然而 二 斯 ， 
项 者 攻 6， 因由 终 究 是 会 践 小 到 席 重 : 让 就 意味 着 
刹 法 雪上 日 了， 于 是 数列 中 出 现 所 通 .唯一 进 人 免 药 因 
法 就 是 让 等 于 俏 外 值 8 前 项 出 现 ， 使 得 在 一 对 相信 
荐 上 至 少 庆 痰 { 的 事情 不 复出 现 ， 长 而 8 的 出 扣 也 要 
引起 振动 ， 这 样 一 来 证 明 就 完备 了 。 剩 下 还 婴 收 的 
龙 写 证明 下 述 压 本 性 网 ， 

池 汶 先 浴 烧 ， 二 R65，n 千 8 时 ,了 (9) 二 站 一 2 
县 对 先 

害 数 庆 9，}(6) 渤 开 一 2， 

我 们 应 用 数学 归纳 法 证 朋 ， 因 为 K9) 兰 ?; 所 
以 对 于 数 9 要 证 的 性 并 是 襄 立 的 。 态 令 n 表 示 大 于 9 
的 复合 自然 数 ， 并 把 归纳 假设 秀 述 汉 ， 访 性质 对 一 
切 小 于 ” 查 也 演 8 交 相合 自然 数 基 访 立 的 .我们 证 明 
对 芒 5 示 身 这 社 广 也 成 立 . 

站 于 mr 是 合生 数 ， 它 吾 消 将 一 个 非 革 凡 的 因 王 
芥 表 

1 二 才 志 ,， 次 中 1 二 页 地 二 二 站 。 

车 中 任 一 个 都 是 素数 ， 偶 所 4) 二 :十 若是 
复合 数 且 至 少 等 于 9 则 它 就 在 时 纳 假 设 的 范围 
内 ， 因 而 1(&;) 志 ;一 2， 除 此 而 外 ，Ai 就 是 4，6， 
8 中 之 一 ，j(h1) 就 分 别 等 手 5，6 访 让 无 论 属于 峙 各 
柳 放 ， 下 活 ,) 都 纺 闵 从 大 子 各 二 1 世 


2 9 


站 < 十 1 TR RT1. 
仆 冯 
R= nD] “1p, 2 pb. 
因子 分 解 式 # 王 ,可 以 首届 把 # 掏 素 央 子 分 成 西 
个 非 空 组 而 得 到 : 


:和 


Dap bs 


1 


A 


n= (pi 1p, 


R, 


Cp pa ba. pa de), 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


Pa 


>  _- 


一 般 地 我 们 有 
1 一 1 十 (的 素 固 于 出 现 适 当 多 次 数 而 得 的 
和 ) , 据 此 ，#, 欧 过 因子 重复 适当 次 后 得 出 的 和 效 
是 f(&8,) 一 1， 同样 对 不 , 与 ?我 们 也 有 fk2) 一 1， 
Fa) 一 1. 然而 因为 ia 一 Rs， 故 得 
(8# 的 素 因 子 适 当 重 复 后 相 加 之 和 ) 
一 《5&1 的 素 因 子 适 当 建 复 后 相 加 之 入 ) 
十 (8 的 素 央 子 适 当 恒 复 后 相 可 之 和 ) . 
于 是 得 到 
0) —1=f(R) 1+tf()—1, 
fn =f (Rk) tf (RC—1. 
因为 1) 和 十 1 (RR,) 所 有 十 1， 记 以 
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fin) 所 ,十 1 十 如 ;十 1 一 1， 


| 1) 迁 R 十 是 十 1. | 


然而 我 们 知道 # ,和 # ;都 至 少 等 于 2， 它 们 移 积 
至 少 等 于 9。 所 以 我 们 极 易 推 和 郑 乘 和 
《Ri 一 1 人 Rs 一 ]) 
至 少 等 于 4 
(i) 若 名!:， 上 ,有 一 个 取 最 小 值 2， 使 得 后 一 1 一 
1， 那 末 , 轩 于 ”一 中 有 39 另 一 个 Ri 六 5 此 时 
《天 一 IfR 一 1)7314 一 业 ， 
(ii) 若 都 不 取 最 小 值 ， 即 8; 这 3， 列 ;一 1 之 2, 其 积 守 4. 
证 明 的 最 后 一 步 要 用 到 一 个 巧妙 的 关系 ， 即 
请 | 十 是 2 十 1 与 (81 一 1) (RR ;一 1) 的 关系 。 我 们 有 
CR 1)(R,—1)=R ,kk 上 ,十 1 
=—k .hs— {hh 1)+?, 
因此 
Ri 十 Rs 二 1=R8 十 2 一 (Ri 一 1)(R,—1) 
一 #4 十 2 一 Ch 一 1) (kk 一 1)，, 
根据 前 面 的 不 等 式 ， 我 们 有 
fn) < 十 六 十 1 
一 大 十 2 一 (让 一 1(R 一 [) 


出 于 -一 17 (一 1) 汪 4， 我 们 得 
788 


fn) n+ 2 一 4 
亦 即 


CN < 一 2。 
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九 十 、 福 贺 
一 与 格 子 


把 半径 为 5 的 加 放 到 一 个 (单位 方 ) 格 上 去 ， 
无 论 如 何 放 法 它 都 必然 会 覆盖 住 某 个 格 点 ， 因 为 它 
大 了 一 点 ， 【我 们 把 提 到 的 图 形 都 当成 是 包含 近 界 
的 ， 换 名 话说 是 闭 的 .) 当然 虽 ， 如 果 因 很 小 ， 那 
就 金 一 个 椅 点 也 盖 不 住 ， 册 于 平面 的 每 个 点 距离 格 
点 至 多半 了 A2 (W312 是 格子 的 楚 本 单位 方 格 
的 对 角 级 的 -- 闪 )， 所 以 半径 守 vV /2 的 图 的 贺 心 
无 论 洲 在 什么 地 方 ， 这 加 至 少 要 兽 信 一 个 格 点 . 更 
困难 的 问题 是 证 明 ， 随 机 好 将 gx》 的 矩形 放 到 格子 
上 ， 它 至 少 盖 住 一 个 格 起 的 充 要 条 件 是 * 演 1， 昌 3 
ME， 还 衣 一 个 复杂 的 问题 是 ， 证 明 三 角 形 一 定 
可 以 至 少 价 盖 一 个 怡 点 的 完 要 条 件 是 其 面积 守 c?/ 
ac 一 1)， 这 里 c 是 它 的 最 长 边 的 长 度 ， 然 而 景 有 超 
的 问题 还 是 楼 算 椭 回 痢 族 税 点 的 问题 了 . 

得 贺 的 形状 虽说 于 差 万 别 ， 然而 血 加 永远 覆盖 
一 个 疮 点 的 情况 不 过 是 ， 放 在 标准 位 置 上 《 即 中 心 
放 在 原 点 ， 长 短 轴 分 别 让 在 举 标 输 上 ) 时 ， 它 一 定 

语 虑 (1/2，172) . 试 让 此 定 再， 


00 


解答 令 已 知 棋 圆 的 方程 是 52x? 十 ay 一 
a757. 它 让 往 点 (1/2，1/32) 的 条 忻 是 
, 定理 所 说 的 就 是 ， 椭 贺 至 少 避 住 一 个 格 点 的 充 要 条 


御 为 
人 
《Q) 充分 人 性; 
设 e 十 0 志 4a 5*。 我 们 考 弄 由 #、v 轴 确定 的 


上 


i i 


a01 


点 (#，v) 构成 的 一 个 《单位 正方 ) 格子 L， 将 桥 图 
E 放 到 上 ， 任 其 落 在 何 处 《图 95) .我 们 想 把 5 的 
轴 作 为 杏 标 轴 ， 使 用 解析 方法 。 决 于 参考 沫 xy， 上 上 
就 处 于 标准 位 置 ， 共 方程 为 bx 二 a*y :~=a*b?. 工 
的 格子 级 可 以 以 任何 衣 度 出 现在 我 们 的 x* 平 画 
上 ,出 于 相互 释 直 的 轴 # 和 nb 指 癌 四 面 作 方 ， 必 有 一 
条 铀 共有 航 率 加 《相对 于 xy 系 ) ， 于 的 取 值 范围 为 
一 1 < 入 所 1。 今 设 4 轴 的 射 率 为 纠 。 工 的 格子 线 o 一 ? 
(整数 ) 组 成 xy 系 中 -组 疼 率 为 由 的 等 忠平 行 线 ， 
. 并 与 y 朝 相交 于 一 组 等 距离 虑 B,， 我 们 要 作 的 第 一 
件 事 就 是 求 ? 轴 上 术 储 二 交点 间 的 距离 3.B。 1. 

在 过 原点 O， 佣 率 为 nm 的 直线 T 上 取 一 点 P， 令 
其 横 坐 标 为 1 (图 96) . 令 了 的 纵 标 为 PNY ， 出 于 斜 
率 机 =PN/ON,， 放 PN=m，OP==MVItm . 作 
季 线 3.1,15 哟 家 于 v= 二 n, 由 填 邮 位 衣 Bu41B43 与 B， 
OP 相等 ， 所 以 它们 的 余 舱 SBs%1 台 .与 PON 粮 等， 
因此 两 三 角形 B41B6S 和 PON 全 等 (Bs.1S=ON 
一 1) ， 丁 是 得 到 所 求 的 

Pan B=OP=N 1tim* , 
诸 虑 B81 以 步 距 i 1 十 wm: 向 > 斩 分 布 ， 因 之 必 


有 一 点 3, 二 0, 出 现 ， 共和 介 广 足 一 SMVITm 
< < VD 坟 :， 这 是 将 某 一 步 的 两 端 对 称 地 摆 
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96 - 
在 原点 两 侧 而 得 到 的 {这 多 间 太 宽 ，B, 光 法 全 识 野 
寺 ){ 图 97) 。 若 B, 的 坐标 是 ( mw 六》 风格 点 的 直线 
工 ,< 工 中 的 v= 二 #) 的 方程 为 


图 好 


203 


y=mx 十 如 式 中 一 了 IT < 


SMITm " 


但 在 这 一 点 并 不 能 保证 上 与 椭圆 相交 .不 过 ， 
通过 解 方程 我 们 得 知 
4 一 出 X 于 吕 ; 
bix:4ay’=a?ty, 
bixiFaltmxFb) :=a 
最 后 得 
_—mka’ ab biam’:—h 


TE 


biTam’ 


由 于 迹 住 虎 ( 二 ， 玉 )， 故 有 a: 二 bz<ctazb5 四 
而 有 疡 十 ,4 所 4 进而 得 知 声 <4， 起 <4 这 是 内 
为 a, 8 均 不 为 零 的 缘故 ， 所 以 我 们 有 8 > 二: 41- 
上 ， 结 果 得 

并 

pr<(F/IFnT)= 《1 于 加 3 
2 玫 
= barm 


于是 根 号 下 的 86* 寺 a 党 一 为 正 ， 这 表明 La 的 确 
与 梓 贺 5 初 交 ， 
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现 人 在 我 们 来 求 铺 痢 三 在 工 。 上 截 出 的 线段 的 长 谋 
了 . 丰 能 证 明了 至 少 等 于 1，. 那 末 L。 上 按 单 位 距离 分 
布 的 格 点 至 少 有 一 个 会 落 入 EB 内、 

仿 x: 与 Yy 者 示 EB 与 .上 s 的 交点 的 慌 坐 标 。 由 于 
L, 的 方程 是 y=mx 十 请 ， 数 交点 就 是 (XI， mx 
tk (Xo MXa 呈 Ry. 
所 以 人 

dx 

一 (xy 一 YX 二 Pi 

先前 已 经 求 艇 过 记 点 了 ， 我 人 知道 xi: 与 xz 各 为 


— mha” ‘+abv btam’ he 


bam’ 

此 党 的 平方 就 等 于 

[eb Bt] 

b+aim’ 
Aorb (bi Fam Rt 
《二 二 六 

因此 

2 一 二) 

(Cha 0 
gb2 amy? 


dab bam — k++ mm), 
两 端 分 别 减 兴 )b 二 a* 轨 "得 
{do ha) 
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da b (Dram 一 中 {itm ) 
— tb Fam 
如 蝶 让 明了 上 式 石 端 非 负 ， 那 末 便 可 得 到 结论 ，d? 
一 1 宇 0， 即 d 守 1]， 这 就 是 想 标 证 图 的 ， 
由 0 志 (q 一 8)* 得 205 夺 4 :十 63。 国 为 有 


I 
a tbedab: 


2 ,新 入 1 之 3258 < 好 十 六 2。 
因而 


+6 10 | 


然而 我 们 还 有 有 2 雪人 十 人 2 所 以 
dearb rh Fam: -Rim mb am}? 


dg:b? (b+ gm 一] y+m!) 


— (biam’)? 
‘=a tb (dab ma mo) + dna? 
(a +b ?1) 
上 式 最 末 一 步 昌 正确 性 可 以 直接 莱 出 来 加以 检验 
由 上 面 各 不 等 式 得 
daib:—a—bi>0 er+b:—1>0. 
所 以 结果 是 非 旬 的 ， 充 分 性 困 此 得 证 。 
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(b)} 必要 性 
现在 很 设 E 总 是 溃 住 一 个 格 点 ， 很 容易 害 记忆 


处 于 标准 位 置 时 必定 溃 住 点 ( 亏 ， 注 》. 
反之 ， 假 设 椭 园 B 不 覆盖 格 点 ， 我 们 作 坐标 平 
移 ， 把 原点 移 至 点 ( 广 ， 广 ) 。 这 样 作 的 效果 就 是 


把 格 了 于 的 基本 单位 平方 格 的 中 心 与 客 点 进行 了 交换 
(图 98》 .车 某 一 区 域 收 住 格 点 (x，#) ， 那 末 经 
平 物 后 这 个 区 域 就 要 下 性 中 心 ， 反 之 亦 然 。 如 果 8 


未 能 遍 住 中 心 方志)， 那 末 由 于 具有 对 称 
作 ， 它 也 就 不 能 造 住 任何 单位 方术 的 中 心 。 所 以 学 
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移 以 后 也 就 中 不 住 任何 格 点 ， 这 与 下 述 给 出 的 性 
质 串 突 ， 至 少 总 雪 徐 头 单位 方 格 ( 这 时 就 是 中 
心 相同 的 格 ' 子 ) 的 一 个 格 点 ， 所 以 EB 一定 遮 住 点 

( 亏 ， 本 ) ， 于 是 定理 得 到 证 明 。 
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九 十 一 、 阿 基 米 德 
三 角形 


人 大 的 阿 基 米 德 《 人 reaimedes) 的 一 性 时 越 
功绩 是 算出 抛物 线 纪 形 〔 即 续 所 截 下 的 一 部 分 》 的 
面积 . 她 得 出 纺 43B 上 的 弓形 面积 是 在 .4，B 阿 点 


的 切线 所 确定 的 A P.4 召 的 面积 的 邱 ， P48 这 种 三 
角形 叫 阿 基 米 德 三 角形 《图 99) ， 


图 93 
避 证 明 ， 坟 阿 基 米 短 三 角形 中 绽 的 中 线 P 平 
行 于 括 物 线 的 轴 ， 在 PT 与 捉 物 线 的 交 点 C 处 抛物 
线 前 切线 及 CN 平行 于 台 .AB， 并且 还 可 以 证 明 诗 
与 分别 是 PA 与 PA 的 中 点 , 因此 三 角形 C48 的 所 
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与 入 PAB 的 窒 相 同 ， 但 高 却 具有 人 入 了 AB 的 高 的 一 
六， 所以 人 CAB= 亏 ' 人 P48B. 结果 得 
抛物 钱 纪 形 = APLB= 了 AC4B， 

已 知 有 一 个 三 角形 是 三 条 抛物 线 的 阿 基 米 德 三 
角形 ， 每 条 抛物线 在 三 角形 的 《两 候 ) 顶点 处 与 三 
角形 的 两 边 相 切 ， 一 个 阿 蝠 米 德 三 角形 加 上 它 的 
三 条 抛物 线 所 组 成 的 图 形 有 许多 有 趣 的 性 奈 (图 
160). 。 四 


取 100 


1) 抛物线 瑟 相 间 总 是 交 于 三 角形 的 中 线 圭 ( 比 
加 ，NT 好 就 是 一 条 中 线 ) ， 
(这 坚 变 点 总 是 在 中 线 指 178 处 《从 迅 上 和风 
中 点 算 起 ) .5 例如 ，MT 一 司 时 开 ， 即 MTITN 
一 ] :8 


2 


“(i 三 条 沂 物 线 与 其 间 的 中 线 把 三 角形 分 成 
了 18 谷 ， 其 中 有 也 部 从 部 是 由 两 条 线段 与 一 段 弧 国 
履 的 ， 和 从 是 竺 一天 红 民 各国 下 的 | 1 


12 份 得 份 面积 都 一 样 ， 等 于 角形 面积 的 另 


人 


外 那 6 份 钥 份 面积 也 一 样 ,等 于 三 角形 商 积 的 i . 


4Gir) 在 掀 虱 线 的 一 个 交点 【例如 T) 处 的 两 条 切 
钱 三 等 分 邻 边 (例如 P，0 三 等 分 GT， 划 图 101， 


到 101 
(r 久 经 过 三 过 中 号 的 ?元 点 区 与 同一 项 点 导出 
的 中 线 和 高 (例如 GF 与 GK) 相交 于 两 点 (X 与 Y)， 
这 防 点 确定 的 直线 与 该 中 名 垂直 ; 这 也 就 使 得 此 直 
钱 也 与 (相应 的 ?抛物 线 垂 直 ， 从 面 平行 于 准 绕 ， 其 
光 这 条 线 (X 了 ) 就 是 淮 线 ， 
(Yi) 过 集 太 /平行 于 三 角形 非 切 线 边 的 一 条 直 
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然 在 该 过 前 中 线 上 截 下 -- 条 线 眉 (ZF)， 此 线 庙 等 
于 中 线 上 顶点 (CG) 到 准 线 的 距离 ( 邯 他 天 一 2ZF )， 

在 本 节 中 我 们 考虑 性 质 (i)，(ii)， 以 及 (iii) 
的 一 半 ， 作 为 本 书 数学 超 谈 的 结束 . 

(i) 与 (ii》， 如 时 证 明了 把 中 线 MN 分 成 1 :8 的 
点 六 在 与 过 GI 相声 的 两 条 抠 物 钱 上 ， 世 就 一 起 证 
明了 这 两 条 性 质 〈 图 102) ， 由 于 这 些 扫 物 线 的 情况 
都 是 等 价 的 ， 所 以 我 们 只 考 卡 过 六 与 1 的 抛 效 线 . 假 
设 它 的 方程 是 yg' 一 x， 入 与 1 的 坐标 分 别 为 (#8:， 肯 ) 


im. 寺 


图 102 
利 ( 弓 ， 颖 ， 那 来 切 钱 Cr 与 GT 的 方 穆 就 是 
乞 汪 ?有 8 十 下“ 站， x— otyti*= 0, 


解 量 G 的 坐标 为 (有 2) (顺便 提 一 句 ， 他 的 


办 标 A 十 中 /2 这 和 了 中 太 的 纵 标 一 样 ， 这 由 明 纶 六 1 
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的 纠 线 与 独 物 线 的 炳 诗 行 , 3 
1 HG 十 St j 
GT 前 让 旧 困 是 【多 汪 各， 一 二 时) 这 118 
的 比例 分 前 并 二 的 点 是 ,: . 
hi (Rt) 池 中 3 
(a, ht ), 
| GY 
亦 即 


1 -rr ~ 
(de + dt (k++#), Ek+2(R+ 321): ) » 
_ 革 于 弛 点 有 


:= | kt ] = 再- 
一 十 ( 代 十 2892 一 豆 (82 二 全 1 二 全 


一 了 [+4R+E ]=> 


这 农 明 它 在 执 物 经 十 ， 
(1 形 心 如 三 分 中 名 ET 与 FG ,由 于 EA 


一 EFI， 所 以 £4 上 EH， 同 样 FB 一 荆 FH. 所 


以 4B 平 行 于 EF， 前 面 提 到 过 ，EF 与 过 G，I 两 点 
的 抛物 线 相 诏 于 点 C， 此 点 是 中 线 与 抛物 线 的 交点 ， 
试 六 忆 一 下 抛物 线 的 “ 羡 径 "的 性 所 ( 赔 103)， 

一 组 平行 驴 中 点 的 轨迹 是 一 条 直线， 名 川 直 

径 ， 撒 物 线 的 直径 都 平行 于 抛物 线 的 加 ， 又， 直 名 
4 喘 点 ” 椒 的 切线 平行 于 家 和 花 记 平分 的 一 组 束 ， 所 
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以 ， 从 扼 物 线 上 一 点 己 作 出 的 平行 于 轴 的 直线 P90 
平分 一 印 与 ?点 处 切线 平行 的 芝 。 

我 们 刚才 看 到 了 ， 落 48 平 行 于 切线 ECE， 耐 
Co 由 于 是 中 线 的 一 部 分 而 与 抛物 钱 的 轴 相 平行 (图 
104)。 故 CO 是 直 委 ， 因 而 平分 所 有 平行 于 EF 《和 
46) 的 落 。 于 是 最 终 得 知 CO 平 分 弓形 4BC 的 面积 . 
8 是 被 CO 平分 的 束 之 一 , 因此 0 平分 入 4BH, 于 


图 103 图 ”104 


是 CH 平分 4HBC. 所 以 4HC 的 面积 二 A4HBC= L 


(号 形 4B8C+ A4B)， 下 面 计算 号 形 43C 和 和 A4B 


五 的 面积 ， 
因为 EF 与 48B 平 行 ,三 角形 BFFH 就 与 三 角形 
间 开 开机 个 , 旋 有 有 
274 


人 和 (Er ~(3) 


AABHS@ § AEFH. 
FF 也 平行 于 SGI， 因 凋 和信 BFH 和 和 俯 HGI 得 似 。 
TH 


然而 由 形 心 互 三 等 分 中 组 邮品 ， 根 据 相 亿 三角 
形 可 推 知 ， 入 HGI 与 A 入 NGI 的 上 27 边 上 的 高 之 比 也 
是 1 :3， 因 此 六 百 G7 是 ANGI 的 三 分 之 一 ， 太 有 


ABFHE= 了 工 (二 ANGT )= EANGI, 
国 此 得 
AABH= 4 AEFH= § (EANGI) 
一 ANGL. 
末了 ， 习 形 43C= 和 六 43C。 因 为 4 与 召 拨 1:2 


的 比 测 分 割 8 理 与 FH， 所 以 平行 线 E 玉 写 43 之 间 的 
距 光 ， 即 入 ABC 的 府 4B 上 的 高 ， 是 和 人 4BE 中 8 到 4 
匡 的 局 的 一 羊 ， A 贞 和 有 


AABC=3 AABH= 二 人 NGT) 
一 工人 NGT 
54 
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桩 此 
己 i Whisk 4 + 1 A ny ~» 了 | 


_2 ANc 
了 
于 是 最 终 得 
一 了 2 .1 A NGI 
区 域 4C 玉 二 广 ( 襄 ANGI 27 i ) 


-+ANGI 


5 
ANGL, 
入 全 
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有 关 各 题 有 其 解 的 线索 注 于 是 后 

1. 客 车 比 公 车 奖 Y 倍 ， 客 村 同 向 走时 赶 上 倘 车 
所 花 时 间 是 反 向 走时 它 在 上 觉 车 所 花 时 间 的 x* 售 ， 
求 区 。( 丰 MM，1960、pP，475， 问 题 E1386,) 

2. 已 如 两 园 ， 从 各 国 心 向 另 一 园 作 初 线 (图 
105) .证 明 站 两 自 上 截 出 的 葡 相 等 ,AMM ,1933， 
PB. 


拷 | ”区 5 
3, 求 各 位 数字 和 不 能 整除 各 位 数字 立 池 和 的 最 
小 自 汶 台 ，(AMM，1948，p.579， 问 题 E802.)》 
+1, 具有 铅 直 轴 《好 与 g 轴 平行 前 回 )》 的 描 物 线 上 
有 三 喜 有 ，BB，C ,A 点 处 沼 线 作 府 是 Mm， 络 .AB 的 
笠 李 十 msB， 半 党， 斌 证 了 列 奇 特性 质 ， 
了 IAA 一 有 十 名 AILBC。 
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CAMNM, 1965，P，667， 问 题 上 1701.» 
5. 斌 证 3X3 幼 方 的 “好 方 常数 ” 短 为 3 的 倍数 ， 
CANAMI. 1897, Pp.189,) 


3 


|: 


a 


5 .有 个 人 得 到 一 张 多 风 多 内 元 多 内 多 宵 
深 ， 鞠 现时 出 纳 员 把 应 针 的 分 数 证 成 了 和 元， 而 把 元 
后 来 他 用 让 了 3.50 元 后 放 必 星 的 

是 他 支票 上 的 钱 数 的 卫 信 ， 请 问 支 腔 因 家 是 多 
?了 CAMMYM，1941，P.212， 问 是 E130.》 

7. 证 明 尾 高 四 面体 中 必然 至 宁 有 一 个 项 点， 在 
该 处 的 面 篆 均 为 锐角 。 (人 MLM，31935，pP， 453， 问 
题 E141.) 

8 ,已 知 大 2 为 一 些 系 数 多 项 式 ，C 为 村 数 ， 必 为 
禹 数 ， 且 fa 与 大 有 坷 为 奇数 ， 证 明 廊 xj 二 日 无 区 
数 报 ,!{AMM，1960，D,760。 末 评 决 .) 

8, 设 已 为 疝 音 多 面体 ， 王 无 性 何 顶 点 刚好 有 去 
条 精 提 灾 , 试 证 了 至 注 有 八 个 面 是 三 角 形 (AMM， 
1951。 卫 .421， 问 起 上 945.,) 

10, 设 a 与 有 者 是 自然 蒜 ，%n 记 1， 证 明 人 性 何 每 a 
痢 是 4 个 连续 奇数 之 和 (点 MM，1947，B.185， 问 
题 EY26.) 

11, 一 条 定 长 莉 在 己 如 加 内 消 动 ， 洲 的 妆 点 各 
站 投影 到 辕 的 一 条 固定 直 么 上。 端点 在 直径 上 的 投 
影 汪 弦 前 中 点 组 成 一 个 三 角形 ， 证 星人 三 衣 从 
学 膀 三 角形 ， 且 其 形状 示 随 缠 在 加 内 的 滑动 而 罕 
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尼 AM， 1936, 依 . 186 ,问题 人 171.》 
- 12, 息 报 出 一 个 人 到 99 之 滞 的 二 位 数 ， 避 把 这 
修 数 的 数字 总 过 来 ， 青 如 上 束 字 之 和 ， 人 然后 报 给 
,守重 报 此 结果 ， 类 后 了 组 先前 那 祥 作 下 去 ， 人 有 
0 简 ， 司 答 所 报 之 改 只 
二 位 数 . 枝 想 忆 在 某 个 时 候 : 提 出 00、 试 问 甲 # 
报 和 什么 数 ,faAMM，1649，b,105， 问 题 E816.) 

1 证 明 5 个 怡 数 灼 守 训 麻 浇 弄 字 ，。 瑟 论 息 样 排 
列 部 排 丰 出 一 信和 平方 数 ，《AAM，]1937，Db.218， 
问题 上 232. 

14. 过 两 个 定点 改 迹 动 前 加 与 一 定 图 相交 . 焉 有 
定 贺 与 变 圆 的 世 青 公共 纱 共 上 直 . (和 网 M，1895，P， 
47， 问题 32.) 

15. 试 求 一 年 中 出 现 13 号 是 星期 五 ”的 个 
小 和 最 大 数目 ，( MM ，1963，p 。7590 ， 癌 题 
Ei541.,) 

16. 试 未 两 个 自然 数 ， 司 其 和 为 其 积 和 的 因子， 
(MM 113861。 PpP.804， 问 榴 上 [1452,》 

17 ,已 知 一 个 园 安 为 雪 的 国 ， 以 及 不 在 加 周 上 
前 一 此 王 ， 过 卫 尾 一 直线 颁 比 加 于 商 志 ， 过 这 两 点 
作 阁 乓 切线， 这 两 条 切线 与 过 王 点 重 直 于 OP 的 直 
线 祖 交 于 避 ， 吕 ,证明 忆 为 CD 的 中 点 {NMathem- 
atics Newés Lotter (Mathematics Marazine 


-的 前 身 ) ，1933-34，P.170， 问 题 52.) 


18. 证 明 、 对 #9 二 1]，3。3，… 有 

C1 十 27 车 十 条 ) 十 (17 十 27 中 十 后?) 
2(1 十 2 二 车 7)*。 (CAMM， 1915 ，P。99， 问 是 
419.) 

13. 证 明 ， 从 三 角形 的 三 荣 沿 前 从 向 另外 西 
廊 必 航线 ,所 得 的 六 个 媳 足 共 图 ， 《这 叫 三 角形 的 素 
勒 Taylor 图 》 《NMM，1943~44 ，P。40， 问 题 
45B.) 

20. 证 明 ， 如 果 和 如 道 一 个 自然 数 的 全 部 因子 之 
积 ， 那 末 可 以 叭 -~- 地 确定 语 自 热 数 。(MM，1964， 
PpP.,57， 问题 518.) 

21. 证 明 ， 如 果 丫 三 角形 中 有 西 杂 中 线 互相 建 
直 ， 那 未 三 条 中 线 是 一 直角 三 前 形 的 边 ， 并 且 竺 这 
就 是 第 三 条 中 线 。(AMM，1905 ，P。 164， 问 是 
177.) 

22. 设 六 是 一 个 数列 的 第 站 项 定义 成 六 一 
一 fo 一 2 一 1 2 一 
?fo 1 永 记 站 个 完全 平方 数 ,，(AMM，1973; 了 Pp， 
696， 启 题 EE2367.) 

23 ,农夫 琼斯 有 一 辆 方 轮 车 ,不 过 这 也 适合 他 的 
需要 了 ， 因 为 他 会 用 这 辅 车 走 提 板 公路 而 不 斯 匣 ， 
假定 轮子 不 滞 剖 ， 访 描 注 接 术 公路 路 面 的 形状 ， 
(ANMM,，1965，P,32， 问题 1668,》 

34, 试 求 7 的 一 切合 ， 使 得 没有 性 何 #1 末尾 正 


280 


好 是 7 了 个 零 , (MM，1953， 人 Pp,54， 问题 159 .) 

85. 统一 个 图 的 图 心 C 在 等 轴 双 曲线 上 ， 且 开国 
称 点 ， 证 明 园 与 双 曲 线 的 其 余 三 个 交点 永远 组 成 一 
本 笔 迪 三角 形 (图 108)) 。 (NMN,，19343 一 41， 
于 。247， 问题 531.) 2 .+ | 
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I 代数， 算术， 数论 ， 数 列 ， 概 素 


问题 编号 题目 页 数 
| 渡 殴 sosmenu 《13 
2 哥 机 问题 eeororeeoreaareroreiesesi {14) 
十 COSIT X= COS NX) (24) 
十 下 dd4d4d4444 前 售 灶 rerio. (36) 
下 去 方程 (3 十 中 (一 和 CH 38 
TA、 被 站 和 (43) 
二 九 。。 70980 的 最 后 三 位 数 -ee.so (46) 
二 十 挪 融 子 一 mt (48) 
二 十 二 一 重 序 素 ] ooeosoosooavoseososesrosr (51) 
二 十 交 Av SOY smear (HS) 
一 全 七 一 册 趣 味 数 学 题 0 
三 十 联 立 持 兽 图 辣 程 tseerstrrrs (82)} 
三 十 三 去 于 和 0] 
三 十 四 从 1 到 10 和 怨 reper (92) 
三 十 六 一 个 持 看 图 方程 (101) 
三 十 七 上 右 波 那 提 数 天 0 (i104) 


完全 平方 数 末 尾 的 重复 数字 


四 这 形 的 这 
算 林 级 数 中 的 素数 pp 
牛 和 羊 和 
平 契 序列 汕 和 
甘于 nn) en sa ns 
挥 乃 子 【二 ) 
吉 怪 的 数列 PT 
长 其 的 相 令 自然数 事 ee 


而 烛 看 本意 本 旭 古 证 一 评 枉 旦 要 刘 本 叶 中 必 昌 让 二 机 二 


一 相合 数 不 车臣 erie 
完全 因 决 育 te 
算术 级 数 中 的 昌 仿 数 项 0 
区 一 个 玉音 图 方程 全 
复数 约 一 个 不 寻常 的 性 大 


直上 种 直 咯 间 中 贞 


丰年 式 组 本 
再 谈 完 全 平方 数 
半 怪 的 多 汰 武人 和 tere 
容易 未 出 的 侠 臣 ett 
3 的 一 个 表 迁 性质 和 


半生 只 于 里 血 昌 es 遇 电 电量 咯 间 是 虽 呈 中 


+ (115) 


(118) 
(120) 
{116) 
(129) 
(129) 


(148) 


(150) 
(155) 


* 【162 ) 


(173) 


* (177) 
* {178) 


(1837) 
(139) 


* (194d) 


C201) 
{203) 
(C200) 


4 213) 


(217) 
(222) 


+* [228) 
* (220) 
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永光 是 泽 淮 i i (23 光 
将 言 凌 虐 分 组 tiseeeriienesii (934) 
记过 排列 得 出 的 分 数 【238) 
甘于 二 项 武 系 眶 eeeeooortss (030 
贰 马 数 下 ,。 人 
目 铸 数 的 特别 三 数组 和 49 
一 些 素 数 的 和 re (250) 
又 一 个 吉 怪 前 数列 和 (253)》 


组 合 论 ， 组 会 凡 何 《 极 大 与 极 小 ) 


缘 模 纯 赛 see (1) 
n 的 有 序 分 解 呈 ee (4) 
加 内 的 区 二 业 erer 和 er (5) 
给 平 卫 着 和 包 人 sereoroetateerem: (290) 
正方 形 内 的 糙 点 tr (25) 
打 如 万 高 国民] 
罕 刺 立 六 体 ee (49) 
球面 上 的 地 图 于 eerste tr (72) 
平面 上 稍 本 区 摄 避 oo (F768) 
拆 得 干净 利 禾 的 方 格 模 盘 mp 《85) 
邻接 非 交 豆单 位 正方 形 站 0 (93) 
分 牛 店 et 《1T2 
红 点 避 旋 让 etinttorereee (134) 


一 个 显 钛 前 报 大 值 teeoeeroeeeeoeeser， 4 
不 谤 有 明 迁 六 习 sn 
直角 三 角形 的 一 个 惊 至 性质 汪 tect (C33) 
甘于 访 去 于 eter (11) 
三 角形 的 过 长 seo 人 oresetrritse 
请 妇 司 用 向 积分 下 于 re， 
反射 雪 线 人 
导 尔 迪生 不 苇 起 tsetse (19) 
关于 和 初 悍 颖 ee [1 
内 嫌 十 边 形 
递 尔 法 
定 长 纺 Wooooooseeesessniseeseiiis 
景 小 内 搂 四 这 形 0 
甘于 正 扣 这 对 ef 
把 半 过 三 外 形 联 结 赵 来 meats ,1 
托 鞠 密 定 理 的 一 个 开导 


[站 


是 有 要 中 中 昌 中 贞 中 四 目 叶 直 晤 是 顺 助 沽 是 同音 直 居间 听证 本 本 本 生 十 虽 


十 一 
六 十 去 


_ 杀 从 窜 | a PT 
正 06 边 形 的 一 个 访 想 不 到 的 性 质 


大 由 由 本 甲 间 痒 轨 上 由 和 


正 亡 形 内 的 一 个 正 契 壬 呈 srt 
壕 长 成 垂 术 于 的 三 肖 ; [| 
国内 接 这 形 呈 escenteensnnten 


阿 基 林村 三 让 Fir 认 让 和 
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